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Resumo

Modelos estatísticos servem para descrever o comportamento probabilístico de
fenômenos de interesse permitindo analisá-los, prevê-los e tomar decisões pertinentes.
Modelos de regressão linear são muito utilizados em diversas áreas. Esses modelos
possuem suposições fortes como independência entre os erros que em geral não se ajustam
a dados espaciais, já que estes dados permitem que haja dependência na estrutura de
covariância dos erros. Portanto, modelos de regressão linear podem ser comparados
com modelos espaciais. Dados espaciais podem ser divididos em 3 tipos: padrão de
pontos, dados de área e dados geoestatísticos. Esse trabalho visa avaliar modelos
de regressão linear inicialmente e posteriormente compará-los aos modelos espaciais
para dados geoestatísticos através da função de covariância exponencial. Parâmetros
desconhecidos são encontrados nesses modelos e a inferência adotada nesse trabalho é a
Bayesiana por permitir que a crença inicial do especialista seja incorporada a modelagem,
aumentando a quantidade de informação avaliada e melhorando portanto as estimativas.
Ao ajustar os modelos sob conjuntos de dados simulados é possível verificar a capacidade
dos ajustes recuperarem os verdadeiros valores dos parâmetros e selecionar o verdadeiro
modelo.

Palavras-chave: Estatística Espacial. Geoestatística. Inferência Bayesiana. Modelo de
Regressão Linear. Métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov. DIC. Erro médio
quadrático.



Dedicatória

“Dedico este trabalho a Deus Criador. Sem ele nada seria possível.”



Agradecimentos

Agradeço primeiramente a Deus, que me proporcionou concluir este curso, já que

sem Ele não estaria aqui. Em segundo lugar, agradeço a minha mãe Lucinelma, muito

guerreira, que se dedicou exclusivamente aos filhos, principalmente na nossa educação,

além de não deixar faltar nada, além do meu pai Roliem por todos esforços alcançado

para mim. Também agradeço a minha esposa, Ana Caroline, que me impulsionou a

concluir esta faculdade no qual era meu sonho para que isso acontecesse.

No mais, não menos importante, agradeço aos professores da UFF que me auxiliaram

no decorrer do curso, principalmente às professoras Patrícia e Estelina que me orientaram

da melhor forma possível para que fosse possível entregar o melhor de mim. Também

agradeço às amizades que fiz durante o curso.



Sumário

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Lista de Abreviações p. 14

1 Introdução p. 15

1.1 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 17

1.2 Organização do trabalho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 17

2 Materiais e Métodos p. 18

2.1 Inferência Bayesiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 18

2.1.1 Distribuição a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 20

2.1.1.1 Distribuição a priori Conjugada . . . . . . . . . . . . . p. 20

2.1.1.2 Distribuição a priori não informativa . . . . . . . . . . p. 23

2.1.2 Monte Carlo via Cadeias de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . p. 23

2.1.2.1 Cadeias de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 24

2.1.2.2 Amostrador de Gibbs . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 24

2.1.2.3 Algoritmo de Metropolis-Hastings . . . . . . . . . . . . p. 25

2.2 Modelo de Regressão Linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 27

2.2.1 Modelo de regressão linear proposto . . . . . . . . . . . . . . . . p. 28

2.3 Estatística Espacial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 29

2.3.1 Geoestatística . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 32



2.3.2 Modelo espacial proposto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 36

2.4 Comparação de modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 38

2.4.1 Critério de informação do desvio (DIC) . . . . . . . . . . . . . . p. 38

2.4.2 Erro Quadrático Médio (EQM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 39

3 Análise dos Resultados p. 40

3.1 Modelo de Regressão Linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 40

3.1.1 Dados artificiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 40

3.1.2 Dados reais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 49

3.2 Modelo Espacial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 58

4 Conclusões p. 71

Referências p. 73

Apêndice 1 -- Distribuições p. 75

1.1 Distribuição Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 75

1.2 Distribuição Beta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 75

1.3 Distribuição Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 76

1.4 Distribuição Normal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 76

1.5 Distribuição Gama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 77

1.6 Distribuição Gama Inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 77

Apêndice 2 -- Distribuição preditiva do Exemplo 2.1 p. 78

Apêndice 3 -- Códigos do Modelo de Regressão Linear p. 79

3.1 Gerando um conjunto de dados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 79

3.2 Ajustando um conjunto de dados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 80

Apêndice 4 -- Códigos do Modelo Espacial p. 97



4.1 Gerando um conjunto de dados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 97

4.2 Ajustando um conjunto de dados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 98



Lista de Figuras

1 Distribuição a priori , a posteriori e função de verossimilhança para o

Exemplo 2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 22

2 Registro de ocorrência no Brasil deEuterpe edulis. . . . . . . . . . . . . p. 30

3 Expectativa de vida (em anos) ao nascer por estado brasileiro. . . . . . p. 31

4 Quantidade de crómio por localização, segundo uso da terra. . . . . . . p. 31

5 Exemplo de um semivariograma com efeito pepita igual a 0,2, alcance

igual a 0,4, com patamar igual a 1,2 e variância 1. . . . . . . . . . . . . p. 34

6 Exemplo de modelos de semivariâncias válidas. . . . . . . . . . . . . . . p. 35

7 Exemplo de modelos de covariâncias válidas. . . . . . . . . . . . . . . . p. 36

8 Análise descritiva dos dados. Na diagonal principal há os histogramas

das covariáveisx e da variável respostay . Na matriz acima da diagonal

principal há as correlações entre as variáveis e na matriz abaixo dessa

diagonal há os grá�cos de dispersão. Cada linha e coluna apresentam

informações na seguinte ordem:x 1, x 2, x 3 e y . . . . . . . . . . . . . . p. 41

9 Traço das cadeias e intervalo de credibilidade nas linhas azuis pontilhadas

e linha vermelha identi�cando valor real para os dados arti�ciais. . . . . p. 43

10 Densidades dos parâmetros� e � 2 a posteriori e linhas tracejadas

referentes aos valores reais dos parâmetros. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 44

11 Grá�co de autocorrelação dos parâmetros para os diferentes modelos. . p. 45

12 Grá�co de médiasa posteriori e intervalos de credibilidade de95% dos

parâmetros� e � 2. A linha horizontal azul corresponde ao valor verdadeiro. p. 46

13 Grá�co q � q para veri�car a suposição de normalidade. . . . . . . . . . p. 48

14 Histograma dos resíduos e distribuição normal sobreposta ao histograma. p. 48

15 Estado de Minnesota com 67 distritos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50



16 Análise descritiva dos dados. Na diagonal principal há os histogramas

das covariáveisx e da variável respostay (o preço do aluguel da alfafa).

Na matriz acima da diagonal principal há as correlações entre as variáveis

e na matriz abaixo dessa diagonal há os grá�cos de dispersão. Cada linha

e coluna apresentam informações na seguinte ordem:x 1, x 2, x 3, x 4 e y . p. 50

17 Traço das cadeias e intervalo de credibilidade nas linhas azuis pontilhadas

para os dados reais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 52

18 Densidades dos parâmetros� e � 2 a posteriori nos modelos propostos. p. 53

19 Grá�co de autocorrelação dos parâmetros� e � 2. . . . . . . . . . . . . p. 54

20 Grá�co de médiasa posteriori e intervalo de credibilidade de95% dos

parâmetros� e � 2. Linha horizontal vermelha corresponde ao zero. . . p. 55

21 Grá�co q � q para veri�car a suposição de normalidade dos resíduos. . . p. 57

22 Histograma dos resíduos e distribuição normal sobreposta ao histograma. p. 57

23 Localizações simuladas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 59

24 Semivariograma empírico para os dados simulados D1, D2 e D3 nos

diferentes valores de� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 60

25 Histograma de correlação espacial na amostra gerada com� = 10, � =

4; 24 e � = 2; 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 60

26 Correlação espacial nos valores de� = 10, � = 4; 24 e � = 2; 3. . . . . . p. 61

27 Análise descritiva dos diferentes conjuntos de dados. Na diagonal

principal há os histogramas da covariável e da variável resposta. Acima

da diagonal principal há a correlação entre a variável resposta e a

covariável e abaixo dessa diagonal há o grá�co de dispersão. . . . . . . p. 61

28 Densidadesa posteriori dos parâmetros amostrados nos diferentes tipos

de ajustes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 62

29 Distribuição a priori de � em conjunto com as densidades das amostras

a posteriori de � = 10, � = 4; 24 e � = 2; 3. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 63

30 Traço das cadeias, intervalo de credibilidade de 95% nas linhas azuis

pontilhadas e valores reais nas linhas vermelhas sob diferentes tipos de

ajustes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 64



31 Grá�co de autocorrelação dos parâmetros sob diferentes tipos de ajustes. p. 65

32 Média e intervalo de credibilidadea posteriori para os diferentes

conjuntos de dados amostrados deY(s) e diferentes tipos de ajustes. . . p. 66

33 Distribuição dos resíduos em torno do zero sob diferentes tipos de ajustes. p. 67

34 Grá�co q � q para veri�car a suposição de normalidade sob diferentes

tipos de ajustes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 68

35 Histograma dos resíduos e distribuição normal sobreposta ao histograma

sob diferentes tipos de ajustes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 68

36 Semivariograma empírico dos resíduos nos diferentes valores de� . . . . p. 69



Lista de Tabelas

1 Modelos válidos de covariâncias e seus respectivos semivariogramas para

dados geoestatísticos sendo� 2 a variância do efeito pepita eV a variância

do processo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 35

2 Coe�cientes estimados e seus respectivos intervalos de credibilidade de

95%e os valores reais segundo os modelos propostos. . . . . . . . . . . p. 47

3 Teste de normalidade dos resíduos segundo os modelos propostos. . . . p. 49

4 Valores de erro quadrático médio (EQM) e critério de informação do

desvio (DIC) segundo os modelos propostos. . . . . . . . . . . . . . . . p. 49

5 Coe�cientes estimados e seus respectivos intervalo de credibilidade de

95%segundo os modelos propostos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 56

6 Teste de normalidade dos resíduos segundo os modelos propostos. . . . p. 58

7 Valores dos EQM e DIC segundo os modelos propostos. . . . . . . . . . p. 58

8 Parâmetros ajustados do modelo para os diferentes conjuntos de dados

amostrados e diferentes tipos de ajustes. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 66

9 Teste de normalidade dos resíduos e taxa de aceitação (TA) segundo as

amostras deY(s) a partir dos tipos de ajuste. . . . . . . . . . . . . . . p. 69

10 Valores dos EQM e DIC segundo as amostras deY(s) a partir dos tipos

de ajuste. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 70



14

Lista de Abreviações

DCCP Distribuições Condicionais Completasa posteriori

EQM erro quadrático médio

iid independentes e identicamente distribuídas

MCMC Monte Carlo via cadeias de Markov

MRLS modelo de regressão linear simples

SIG Sistema de Informações Geográ�cas

DIC critério de informação do desvio



15

1 Introdução

Modelos estatísticos consistem em atribuir a�rmações probabilísticas sobre fenômenos

de interesse e costumam ser de�nidos através de 2 características: o espaço amostral e

a família de distribuições de probabilidades associadas. Após dados serem observados é

possível avaliar se essa família ajustou-se satisfatoriamente aos fenômenos de interesse e,

em caso a�rmativo, é possível tomar decisões e realizar previsões, por exemplo.

Geralmente essa família possui parâmetros desconhecidos e há a necessidade em

estimá-los. Existem diversas formas de inferir sobre esses parâmetros. A inferência

clássica é a uma das mais utilizadas, porém, a inferência Bayesiana permite atribuir

uma distribuição de probabilidade ao conjunto de parâmetros desconhecidos, na qual

o especialista pode quanti�car uma crença inicial sobre esse conjunto, tornando essa

forma de inferência muito atrativa. A estimação desse conjunto é realizada através da

distribuição a posteriori e essa costuma possuir forma analítica desconhecida. É possível

recorrer aos métodos de simulação como os métodos de Monte Carlo via cadeias de

Markov (MCMC).

Um dos modelos estatísticos mais utilizado é o de regressão linear. Esse modelo

descreve a relação entre duas ou mais variáveis e costuma ser fácil de ajustar e interpretar

e, portanto, é muito utilizado em diversas áreas. Essa modelagem pode ser aplicada para

relacionar a taxa de criminalidade com a taxa de desemprego ou a ocorrência de chuva

com a temperatura e umidade ou a quantidade de pessoas infectadas com dengue com

o nível econômico de uma região, por exemplo. Porém, esta modelagem requer algumas

suposições importantes para implementação do modelo, que, na prática, é difícil de ser

alcançada. Uma delas é a independência entre os erros. A estatística espacial permite

atribuir uma estrutura de dependência na matriz de covariâncias dos erros e, assim, é

possível modelar um experimento com esta natureza.

A estatística espacial tem por objetivo estudar quantitativamente dados de natureza

espacial da seguinte forma: identi�cando, analisando e modelando a ocorrência desses
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fenômenos posicionados no espaço. Ao decorrer dos anos constatou-se que era necessário

um avanço tecnológico para auxiliar no estudo desta área.

O avanço da informática e de tecnologias têm proporcionado um aumento na

quantidade de dados armazenados e contribuído para o aperfeiçoamento da Estatística

Espacial. Na década de 1960 observou-se a necessidade de um programa para armazenar

e analisar a grande quantidade de dados espaciais, já que naquela época ainda se

iniciava a era computacional. Diante dessa necessidade e logo após entre os anos de

70 e 80, foi imposto o Sistema de Informações Geográ�cas (SIG), do inglêsGeographic

Information System (GIS), com objetivo de criar um inventário de recursos naturais,

coletando, armazenando, manipulando, visualizando e analisando dados espacialmente

referenciados a um sistema de coordenadas conhecido. Câmara e Ortiz (1998) de�niu

que este sistema deve ser capaz de integrar dados de informações espaciais como censo e

cadastros, combinar os vários dados para gerar mapeamentos e plotar este conteúdo da

base de dados geocodi�cados.

Com o intuito de estimar o nível de nitrato, um composto químico que ocorre

naturalmente em águas subterrâneas, Woodard e O'Connell (2010) realizou um estudo nas

águas dos Estados do meio Atlântico. Para esse estudo foi utilizada a análise espacial onde

o interesse era estimar se a quantidade do nível de nitrato era superior a um determinado

limiar. Este trabalho recorreu a inferência bayesiana e para a modelagem espacial utilizou-

se a função de covariância esférica.

Outro exemplo de aplicação da estatística espacial pode ser dado na área da

Epidemiologia Espacial, que é uma junção da estatística espacial à epidemiologia.

Borgoni e Billari (2003) destacam que os argumentos da análise espacial podem fornecer

informações úteis sobre as necessidades de saúde reprodutiva não atendidas. Esse trabalho

avalia o uso de preservativos em mulheres em sua primeira relação sexual e conclui que

o sul da Itália apresenta maiores índices de relações sexuais desprotegidas pela primeira

vez. Um importante resultado para a sociedade, sustentando a tomada de decisão e - para

quando se aplicar - a fomentação de políticas públicas para prevenir tal estatística.

Krige (1951) concluiu em suas análises que não era possível estimar adequadamente

a quantidade de ouro que se encontrava em blocos de minério caso não fosse considerados

a localização e o volume.

Neste trabalho, utilizaremos dados geoestatísticos. O termo Geoestatística refere-

se a um dos tipos de dados da estatística espacial caracterizados por Cressie (1993).

A partir dos anos 60, a Geoestatística tem sido aplicada em diversos estudos na área
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de Geociências como em Pesquisa e Avaliação Mineral, em Hidrogeologia, Cartogra�a,

Geologia Ambiental e Geotecnia.

1.1 Objetivos

O objetivo geral desse trabalho é estudar sobre modelagem estatística e, em particular,

sobre os modelos de regressão linear e modelos lineares com estrutura espacial nos erros.

Como dito anteriormente, será necessário inferir sobre parâmetros desconhecidos e nesse

trabalho optou-se pela inferência bayesiana.

Os objetivos especí�cos são:

� Aplicar modelos de regressão linear;

� Estudar modelos espaciais;

� Utilizar a inferência Bayesiana para estimação dos parâmetros desconhecidos nas

modelagens;

� Estudar sobre métodos de seleção de modelos em termos de ajuste;

� Ajustar os modelos propostos por meio de dados simulados a �m de avaliar

a capacidade de estimação dos parâmetros, analisar a sensibilidade quanto a

distribuição a priori para diferentes escolhas dos hiperparâmetros e avaliar a

capacidade dos critérios de seleção de modelos;

� Aplicar a modelagem em um conjunto de dados reais, se possível.

1.2 Organização do trabalho

Esse trabalho está organizado como descrito a seguir: o Capítulo 2 contém revisões

bibliográ�cas de Inferência Bayesiana, métodos de MCMC, Estatística Espacial e seleção

de modelos. Posteriormente, no Capítulo 3 estão as análises dos resultados encontrados.

E por �m, no Capítulo 4 �naliza-se o trabalho apresentando as conclusões sobre o

estudo. O Apêndice 1 contém a função de densidade/função de probabilidade, o valor

esperado e a variância das distribuições utilizadas nesse trabalho. Já o Apêndice 2

contém a distribuição preditiva utilizada no Exemplo 2.1. Os Apêndices 3 e 4 contém,

respectivamente, os códigos do modelo de regressão linear sob enfoque Bayesiano e os

códigos do modelo espacial.
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2 Materiais e Métodos

Este capítulo apresenta uma breve introdução dos métodos utilizados neste trabalho

que consiste inicialmente em avaliar modelos de regressão linear. Usualmente há

parâmetros desconhecidos nesses modelos e nesse trabalho recorre-se a inferência

Bayesiana para estimá-los. Sendo assim, a Seção 2.1 apresenta uma revisão sobre essa

forma de inferência e a Seção 2.1.2, uma revisão de MCMC. A Seção 2.2 contem uma

revisão de modelos de regressão linear. Logo após, na Seção 2.3 há uma revisão de modelos

lineares com estrutura espacial nos erros e, em particular, apresenta-se uma discussão

sobre geoestatística na Subseção 2.3.1. Além disso, neste trabalho serão abordados

diferentes modelos e, para compará-los, na Seção 2.4 há uma breve introdução sobre

dois métodos de comparação de modelos, o DIC e o EQM.

2.1 Inferência Bayesiana

Seja Y uma variável aleatória de�nida em um espaço amostral
 . Suponha que

haja interesse em uma característica populacional desconhecida e relacionada à essa

variável. Considere que seja possível determinar a distribuição dessa variável condicionada

a um vetor paramétrico � , denotando-a porp(Y = y j� ). Suponha ainda que o vetor

paramétrico seja desconhecido e que, com base nessa distribuição, seja possível analisar

a característica populacional desconhecida. Sendo assim, faz-se necessário inferir sobre

esse vetor paramétrico, ou seja, fazer a�rmações sobre� . Para isso, pode-se utilizar um

conjunto de dados.

Sob a abordagem Bayesiana, é permitido incorporar uma crença inicial sobre� ,

anterior à amostragem dos dados. Denote porp(� ) a distribuição a priori de � que

representa probabilisticamente essa crença inicial. A inferência sob� é realizada com
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base na sua distribuiçãoa posteriori, denotada porp(� jY = y ), que é obtida através do

Teorema de Bayes e dada pela seguinte equação:

p(� jY = y ) =
p(Y = y j� ) p(� )

p(Y = y)
: (2.1)

A distribuição p(Y = y) é chamada de distribuição marginal deY e pode ser obtida

combinando a distribuiçãop(Y = y j� ) com a distribuiçãop(� ). SeY for uma variável

aleatória contínua, então

p(Y = y) =
Z

p(Y = y j� )p(� )d� = E � [p(Y = y j� )] : (2.2)

CasoY seja uma variável discreta, basta considerar um somatório ao invés da integral.

Sejac� 1 = p(Y = y), então a distribuiçãoa posteriori dada na Equação 2.1 pode ser

reescrita como

p(� jY = y) = c p(Y = y j� ) p(� ): (2.3)

Note que a constantec não depende de� . Por isso, sob a inferência Bayesiana,

é comum utilizar a ideia de proporcionalidade e reescrever a Equação 2.1 da seguinte

forma:

p(� jY = y ) / p(Y = y j� ) p(� ): (2.4)

Desse modo, a expressão matemática costuma ser simpli�cada e torna-se mais fácil

reconhecer o núcleo de uma distribuição conhecida, por exemplo. A constantec pode

ser calculada recorrendo ao fato de que a integral (ou o somatório) dep(� jY = y ) com

respeito a� tem que ser igual a 1.

Quando o vetor paramétrico� for desconhecido, ao calcular a distribuiçãop(Y = y j� )

para um valor observadoy da variável aleatóriaY, obtém-se uma função que depende

de � . Essa função que é chamada de função de verossimilhança e passa a ser denotada

por l(y ; � ). Note que a função de verossimilhança não é uma função de distribuição. A

integral de uma função de verossimilhança com respeito a� pode ser diferente de 1, por

exemplo. Essa expressão quando aplicada a diferentes valores de� informa quais valores

parecem ser mais verossímeis.
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Em Migon, Gamerman e Louzada (2014) há maiores detalhes sobre inferência clássica

e/ou Bayesiana, enquanto Casella e Berger (2002) contém informações sobre inferência

clássica e Paulino et al. (2018) contém informações sobre análise Bayesiana.

Na Subseção 2.1.1 há uma discussão sobre como de�nir a distribuiçãoa priori e

a Subseção 2.1.2 apresenta um método iterativo que pode ser utilizado para avaliar a

distribuição a posteriori quando essa for desconhecida.

2.1.1 Distribuição a priori

A distribuição a priori p(� ) deve representar toda a crença probabilística sobre o

parâmetro de interesse� . O especialista pode ter muito conhecimento prévio sobre o

parâmetro desconhecido, tornando mais simples a tarefa de especi�car uma distribuiçãoa

priori . Porém, ele também pode ter pouco conhecimento sobre� e saber especi�car apenas

a média e a variância, por exemplo. Ou, ainda, pode não haver qualquer informação sobre

� antes do experimento.

Quando há informação sobre a distribuiçãoa priori , pode-se recorrer a uma

distribuição a priori conjugada e incorporar o conhecimento da média e da variância, se

houver, através dos parâmetros dessa distribuição, chamados de hiperparâmetros. Caso

não haja informação alguma, basta atribuir uma variância grande o su�ciente para essa

distribuição. Essa etapa será melhor explicada na Subseção 2.1.1.1.

Outro modo de atribuir uma distribuiçãoa priori para um vetor paramétrico quando

não há qualquer conhecimento prévio é o de recorrer a uma distribuiçãoa priori não

informativa e então a Subseção 2.1.1.2 apresenta uma revisão dessa distribuição.

2.1.1.1 Distribuição a priori Conjugada

A distribuição a priori do parâmetro desconhecido� será de�nida através da

distribuição da variável de interesseY , p(Y = y j� ). Considere a seguinte de�nição

(Ehlers (2003)):

De�nição 2.1 Se F = {p(Y = y j� ); � 2 � } é uma classe de distribuições amostrais,

então uma classe de distribuições P é conjugada a F se

8 p(Y = y j� ) 2 F e p(� ) 2 P ) p(� jY = y ) 2 P:
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Para ilustrar a de�nição de distribuição a priori conjugada, considere o seguinte

exemplo

Exemplo 2.1 Suponha que uma mulher, que está grávida do sétimo �lho, deseja saber

qual é a probabilidade de que este seja menino. Dentre os �lhos, esta mulher e seu marido

já tiveram 5 meninos e por último 1 menina.

Seja Yi uma variável binária que assume valor 1 se ai -ésima criança for menino ou

valor 0 se for menina, parai = 1; : : : ; 7. Assuma queYi
iid� Bernoulli(� ), com � 2 (0; 1).

Assim, a probabilidade de uma criança nessa família ser do sexo masculino é igual a� .

De�na por y = ( y1; : : : ; y6)T os valores observados deY = ( Y1; : : : ; Y6)T . Então, a

função de verossimilhança é dada por

l(Y = y ; � ) = p(Y = y j� ) = � 5(1 � � )1; 0 � � � 1: (2.5)

Para que a distribuição a priori de � seja conjugada, pela de�nição 2.1, faz-se

necessário que a distribuiçãoa posteriori de � pertença à mesma família da distribuição

a priori . Analisando a equação (2.5) e comparando com distribuições conhecidas cuja

variável assume valores contínuos no intervalo unitário, nota-se que a equação citada tem

o núcleo da família de distribuições Beta e, por isso, a distribuiçãoa priori será uma

Beta(a,b). Dessa forma, tem-se que a distribuiçãoa posteriori possui a seguinte forma:

p(� jY = y ) / � 5(1 � � )1 � � a� 1(1 � � )b� 1 = � a+5 � 1(1 � � )b+1 � 1: (2.6)

Portanto, a distribuição a posteriori de � tem distribuição Beta(a + 5; b + 1) ,

pertencendo à mesma família da distribuiçãoa priori , apenas se diferenciando através

dos hiperparâmetros.

Quando um modelo amostral é tal que a distribuiçãoa priori ea posteriori pertencem

à mesma família de distribuições, é dito quea priori é conjugada ao modelo. Portanto, a

distribuição Beta é conjugada à distribuição Bernoulli.

A inferência sobre a probabilidade dessa mulher ter um menino pode ser realizada

através da distribuição a posteriori de � dada pela equação (2.6) e, portanto, essa

probabilidade pode ser estimada pela médiaa posteriori de � , que corresponde a a+5
a+ b+6 .

Supondo que não há qualquer informaçãoa priori sobre o parâmetro� , pode-se utilizar

a = b = 1, obtendo assim a distribuição uniforme, que é um caso particular da Beta e

é uma distribuição que considera que todos os possíveis valores tem a mesma massa de
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probabilidade. Dessa forma, tem-se que a médiaa priori de � é 0; 50 e que a variância é

0; 083. E, nesse caso, estima-se, através da distribuiçãoa posteriori, que a probabilidade

de se ter um menino é de75%.

Agora, suponha que inicialmente acredita-se que esse casal tenha 50% de probabilidade

de ter um menino e que atribua-se uma variância muito pequena demonstrando uma

grande con�ança de que essa crença esteja correta. Para isso, considerea priori os

seguintes valores para os hiperparâmetros da distribuição Beta:a = b = 3. Dessa forma,

tem-se que a médiaa priori de � é 0; 50 e que a variância é0; 036. Nesse caso, estima-

se que a probabilidade de se ter um menino é de66; 67%. Note que a probabilidade é

ligeiramente alterada quando comparamos com o caso onde não há informação inicial e,

por isso, é necessário ter muita cautela ao atribuir uma distribuiçãoa priori .

Esse exemplo também poderia ter sido resolvido através da distribuição preditiva

P(Y7 = 1jY1; : : : ; Y6). A solução através dessa distribuição pode ser vista no Apêndice 2.

A Figura 1 compara a função de verossimilhança com a distribuiçãoa priori e a

distribuição a posteriori, apontando que a distribuiçãoa posteriori é um resultado da

ponderação entre a distribuiçãoa priori e a função de verossimilhança.

Figura 1: Distribuição a priori , a posteriori e função de verossimilhança para o Exemplo
2.1.
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2.1.1.2 Distribuição a priori não informativa

As distribuições a priori podem ser classi�cadas de acordo com a informação

probabilística dada, ou seja, não informativa ou informativa. O primeiro caso ocorre

quando se assume ignorância probabilística total em relação ao parâmetro. Por exemplo,

se um parâmetro assume valores no intervalo unitário e atribui-se uma distribuiçãoa

priori uniforme nesse intervalo, então todos os pontos possuem a mesma probabilidade

de ocorrerem e portanto tem-se uma distribuiçãoa priori não informativa. Porém, se o

parâmetro assume valores na reta, por exemplo, não há uma distribuição uniforme que

possa ser de�nida nesse intervalo. Nesses casos, há algumas alternativas. Primeiramente,

pode-se tornar a distribuiçãoa priori conjugada em uma distribuição muito ou pouco

informativa escolhendo hiperparâmetros adequados, ou seja, quanto menor a variância

dessa distribuição, maior será a informação e quanto maior for essa variância, mais

vaga será a distribuição e portanto menos informativa. Outra forma, é recorrendo a

distribuiçõesa priori de referência e maiores detalhes podem ser encontrados em O'Hagan

e Kendall (1994) e Bernardo e Smith (1994).

Em geral, as distribuiçõesa posteriori dos parâmetros desconhecidos possuem forma

analítica desconhecidas. Portanto, recorre-se aos métodos os MCMC para obter amostras

destas distribuições. Neste trabalho em particular, serão aplicados o Amostrador de Gibbs

e o algoritmo de Metropolis-Hastings. As Subseções seguintes apresentam uma revisão

sobre os métodos MCMC e dos algoritmos citados.

2.1.2 Monte Carlo via Cadeias de Markov

Os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) consistem em uma classe

de algoritmos para amostrar de uma distribuição de probabilidade de interesse usando

cadeias de Markov, sendo uma alternativa aos métodos não iterativos nos problemas em

que as soluções analíticas tornam-se inviáveis ou complexas. Na inferência Bayesiana,

os métodos de MCMC são muito utilizados para obter uma amostra da distribuição

a posteriori de � , permitindo assim inferir sobre o vetor paramétrico desconhecido.

Como base na amostra obtida pelo MCMC, pode-se calcular as estimativas amostrais da

distribuição de interesse. Uma discussão mais profunda pode ser encontrada em Robert

e Casella (2004), Gamerman (2004) e Gamerman e Lopes (2006).
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2.1.2.1 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov de primeira ordem, ou processo de Markov de primeira ordem,

é um processo estocástico {� 0; � 1; : : :} com espaço de estados �nito ou in�nito enumerável,

tal que a distribuição de� t dado � 0; : : : ; � t � 1 só depende do� t � 1, ou seja,

p(� t 2 Aj� 0; : : : ; � t � 1) = p(� t 2 Aj� t � 1); (2.7)

para qualquer subconjuntoA. Isto é, a probabilidade de uma cadeia assumir um certo

valor futuro, dado o estado atual e o estado passado, depende apenas do seu estado atual.

De acordo com Gamerman e Lopes (2006), para que sejam usados os métodos MCMC,

a cadeia deve ser homogênea (as probabilidades de transição de um estado para outro são

invariantes), irredutível (cada estado pode ser atingido a partir de qualquer outro em um

número �nito de iterações) e aperiódica (não haja estados absorventes).

Os métodos de MCMC mais utilizados na inferência Bayesiana são o amostrador de

Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. As Subseções seguintes fazem uma revisão

sobre cada um desses algoritmos aplicados ao contexto da inferência Bayesiana.

2.1.2.2 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs, proposto por Geman e Geman (1984) e introduzido por

Gelfand e Smith (1990), é uma cadeia de Markov na qual não há um método de aceitação-

rejeição, ou seja, a cadeia sempre irá para um novo valor.

Considere que o interesse esteja em amostrar um vetor ou matriz� da distribuição

a posteriori p(� jY = y ), sendo y um conjunto de dados observados. Suponha que

esse conjunto� seja particionado emd componentes e que cada componente possa ser

um escalar ou um vetor ou mesmo uma matriz. Por simplicidade, considere que sejam

d escalares. O amostrador de Gibbs requer a obtenção das distribuições condicionais

completasa posteriori, ou seja, das distribuiçõesp(� i j� � i ; y ), para i = 1; : : : ; d e � � i =

(� 1; : : : ; � i � 1; � i +1 ; : : : ; � d) (vetor com elemento� i excluído). As transições de um estado

para o outro são feitas através dessas distribuições.

O amostrador de Gibbs é de�nido pelo esquema a seguir:

1. inicialize o contador de iterações da cadeiat = 0;

2. especi�que valores iniciais� (0) = ( � (0)
1 ; : : : ; � (0)

d )0;
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3. obtenha um novo valor de� (t ) a partir de � (t � 1) através da geração sucessiva dos

valores

� (t )
1 � p(� 1j� (t � 1)

2 ; � (t � 1)
3 ; : : : ; � (t � 1)

d ; y )

� (t )
2 � p(� 2j� (t )

1 ; � (t � 1)
3 ; : : : ; � (t � 1)

d ; y )

...

� (t )
d � p(� dj� (t )

1 ; � (t )
2 ; : : : ; � (t )

d� 1; y )

4. Incremente o contador det para t + 1 e retorne ao passo 2 até obter convergência.

Após a convergência, os valores resultantes formam uma amostra dep(� jY = y ).

Espera-se que a convergência das cadeias de Markov seja atingida após um número

de iterações su�cientemente grande e após o período de aquecimento. O período de

aquecimento corresponde as iterações iniciais necessárias até o momento em que a cadeia

começa a convergir e costuma ser facilmente identi�cado ao analisar gra�camente o traço

da cadeia do parâmetro amostrado.

Algo importante a ser observado é o fato de que os parâmetros amostrados podem ser

altamente autocorrelacionados. Uma solução para esse problema é o uso de espaçamento

de ordemk para que seja selecionada uma amostra a cadak iterações, corrigindo assim

a autocorrelação da cadeia. O valor dek pode ser estimado através do grá�co da

autocorrelação do parâmetro amostrado.

Um outro recurso muito utilizado é rodar o algoritmor vezes alterando os valores

iniciais dos parâmetros em cada rodada e comparando se após a convergência as diferentes

amostras de cada parâmetro pertencem a mesma região.

2.1.2.3 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Os algoritmos de Metropolis-Hastings, introduzido por Metropolis (1953) e estendido

por Hastings (1970) para o caso mais geral, tem por objetivo simular uma distribuição de

probabilidade desconhecida. Este algoritmo nos garante a convergência para uma certa

distribuição, chamada de distribuição de equilíbrio, que, na inferência Bayesiana, pode

ser a distribuiçãoa posteriori.

Considere que o interesse esteja em amostrar da distribuiçãop(� jY = y ). O algoritmo

de Metropolis-Hastings consiste nos seguintes passos:
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1. Inicialize o contador de iteraçõest = 0, especi�que um valor inicial para o parâmetro

denotando-no por� 0.

2. Incremente o contador det para t + 1.

3. Gere um valor� p de uma distribuição auxiliar conhecidaq(� pj� t � 1).

4. Calcule a seguinte probabilidade de aceitação

� (� t � 1; � p) = min
�

1;
p(� pjy )q(� t � 1j� p)

p(� t � 1jy )q(� pj� t � 1)

�
:

5. Gereu � U(0; 1).

6. Seu � � então aceite o novo valor fazendo� t = � p e incremente o contadorcont

para cont+ 1, caso contrário, rejeite o valor gerado fazendo� t = � t � 1 e cont não se

altera.

7. Volte ao passo 2 até obter convergência.

A escolha da distribuição propostaq(� pj� t � 1) é fundamental para o funcionamento

desse algoritmo. A distribuição proposta, se tratando como passeio aleatório, pode ser

escolhida arbitrariamente, mas na prática deve-se tomar alguns cuidados para garantir

a e�ciência do algoritmo. Se atribuir um valor pequeno para a variância da proposta, a

convergência da Cadeia de Markov será lenta, já que seus incrementos serão pequenos.

No entanto, se a variância assumir valores muito altos, a cadeia tenderá a não se mover,

já que a taxa de rejeição dos valores propostos será alta.

A taxa de aceitação, que contabiliza quantas mudanças de estados ocorreram, depende

da distribuição proposta. Essa taxa pode ser obtida dividindo o contadorcont pelo total

de iterações, e deve manter-se em torno de0; 44, que é um valor ótimo para propostas

unidimensionais (Roberts, Gelman e Gilks (1997) e Roberts e Rosenthal (2001)). Quando

a taxa de aceitação for muito alta ou muito baixa, será necessário mudar a variância da

distribuição ou até mesmo optar por outra distribuição proposta.

O algoritmo de Metropolis-Hastings utiliza os mesmos critérios de convergência vistos

na subseção 2.1.2.2, sendo necessário um período de aquecimento e, possivelmente, o uso

de espaçamento de ordemk a �m de evitar amostras altamente autocorrelacionadas.

Maiores detalhes sobre estes e outros algoritmos relacionados podem ser obtidos, por

exemplo, em Robert e Casella (2004) e Gamerman (2004).
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Um dos modelos que serão aplicados a este trabalho é o de regressão linear. Portanto,

na Seção 2.2 fará uma breve revisão sobre este modelo.

2.2 Modelo de Regressão Linear

A regressão linear simples tem por objetivo veri�car a existência de uma relação entre

duas variáveis como, por exemplo, quando deseja-se investigar se o lucro obtido com

determinado produto está relacionado com a renda média familiar de uma dada região.

A variável de interesse é chamada de variável resposta ou variável dependente e a outra

variável é chamada de explicativa ou covariável ou independente. Quando há mais de

uma variável explicativa diz-se ter um modelo de regressão linear múltiplo e, nesse caso, o

interesse pode estar em explicar o lucro através da renda, do valor gasto em propaganda

e da densidade populacional da região, por exemplo.

Representa-se a relação entre variáveis através de um modelo estatístico e quando

veri�ca-se a existência dessa relação, análise dos dados e previsões podem ser realizadas,

auxiliando, por exemplo, em tomadas de decisões.

Considere n unidades amostrais como, por exemplo, indivíduos, países, animais,

entre outros. Sejam Yi a variável resposta da i -ésima unidade amostral e

X i =
�
X i 0; : : : ; X i (p� 1)

� 0

um vetor contendo asp variáveis explicativas dai -ésima

unidade, em queX i 0 considera-se um vetor sendo todas as componentes iguais a 1.

Suponha que, dadoX i , as variáveis respostas sejam independentes e identicamente

distribuídas (iid) e que possuam a seguinte relação

Yi = X
0

i � + ei ; ei
iid� N (0; � 2); i = 1; : : : ; n; (2.8)

onde o vetor� = ( � 0; : : : ; � p� 1)
0
representa os efeitos das variáveis explicativas na variável

resposta e os termose1; : : : ; en são considerados erros aleatórios. Portanto, as suposições

do modelo de regressão linear, com base na Equação 2.8, são:

1. O vetor de variáveis independentesX i é conhecido para todas as unidades amostrais.

2. Linearidade: Dada as variáveis explicativasX i , o valor médio da variável resposta

é uma função linear dos parâmetros� , ou seja,

E[Yi jX i ] = X
0

i � :
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3. Independência: Dada as variáveis explicativasX i , as variáveis respostas são

independentes, ou seja,

C(Yi ; Yj ) = C(X
0

i � + ei ; X
0

j � + ej ) = C(ei ; ej ) = 0 ; 8i 6= j:

4. Normalidade: Os errosei (i = 1; : : : ; n) possuem distribuição normal conforme

consta na Equação 2.8.

5. Homocedasticidade: A variância do erro ei é constante para todas as unidades

amostrais, ou seja,

V(Yi jX i ) = V(ei ) = � 2; 8i = 1; : : : ; n:

Em geral, assume-se queX i 0 = 1 para todas as unidades amostrais e, nesse caso,

� 0 é chamado de intercepto ou coe�ciente linear e representa o valor médio de todas as

unidades quando não há qualquer variável explicativa in�uenciando no processo. Supondo

a existência de intercepto, quandop = 2 é dito ter um modelo de regressão linear simples

e então� 1 é chamado de coe�ciente angular e representa o efeito da variável explicativa

na variável resposta.

Sob a abordagem Bayesiana, o vetor paramétrico desconhecido� = ( � ; � 2) pode

ser estimado através da sua respectiva distribuiçãoa posteriori que é dada combinando

a função de verossimilhança, de�nida pela Equação em 2.8 com a distribuiçãoa priori

atribuída ao vetor paramétrico desconhecido.

2.2.1 Modelo de regressão linear proposto

Considere o modelo de regressão linear de�nido pela Equação em 2.8 e suponha

que uma amostra de tamanhon foi observada. As variáveis respostas observadas serão

denotadas pelo vetory = ( y1; : : : ; yn )
0

e as variáveis explicativas serão representadas pela

matriz x , onde cada linha corresponde ao vetorx
0

i = ( x i 0; : : : ; xi (p� 1)) observado para a

i -ésima unidade.

Suponhaa priori que � e � 2 sejam independentes, tais que o vetor de coe�cientes�

segue uma distribuição normalp-variada com vetor de média zero e matriz de covariância

� � conhecida, e o parâmetro de precisão, de�nido por� = � � 2, segue uma distribuição
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Gama com parâmetrosa� e b� conhecidos. Sendo assim, a função de verossimilhança e a

distribuição a posteriori de (� ; � ) é dada por:

p(y j� ; � ) =
nY

i =1

r
�
2�

exp

(

�
�
2

nX

i =1

h
(yi � x

0

i � )
0
(yi � x

0

i � )
i
)

(2.9)

p(� ; � jy ) / � n=2+ a� � 1 exp

(

�
�
2

nX

i =1

h
(yi � x

0

i � )
0
(yi � x

0

i � )
i

� b� � �
1
2

�
0
� � 1

� �

)

: (2.10)

Como a distribuição multivariada em 2.10 é desconhecida, será necessário recorrer aos

métodos de MCMC descritos na Subseção 2.1.2 para obter uma amostra dessa distribuição.

As distribuições condicionais completasa posteriori de � e de � possuem as seguintes

expressões, respectivamente:

� j�; y � Np

�
(x

0
� x + � � 1

� )� 1x
0
� y ; (x

0
� x + � � 1

� )� 1
�

e

� j� ; y � Gama

 

a� + n=2 ; b� +
1
2

nX

i =1

(yi � x
0

i � )
0
(yi � x

0

i � )

!

: (2.11)

Esse modelo de regressão linear será aplicado nas Seções 3.1 e 3.2 do Capítulo 3. Esta

última Seção compara dois tipos de ajuste de dados: o modelo de regressão linear e o

modelo espacial. Portanto, na Seção 2.3 apresenta uma breve introdução sobre estatística

espacial e o modelo espacial proposto, além do tipo de dado ao qual será abordado neste

trabalho.

2.3 Estatística Espacial

Estatística Espacial é o conjunto de métodos estatísticos utilizados para analisar

fenômenos que variam em um espaço geográ�co considerando alguma estrutura espacial

que há neste fenômeno estudado. Aplicações desta natureza são encontradas em diversas

áreas como Epidemiologia, Estudos de violência, Agronomia, Demogra�a, Geologia, entre

outros.

Cressie (1993) considera três tipos de dados para caracterizar os problemas de análise

espacial: processos pontuais (ou padrões de pontos), dados de área e dados geoestatísticos

(ou superfícies contínuas).

Processos pontuais, ou padrões de pontos, consistem em avaliar a ocorrência de

um dado fenômeno considerando que a incerteza esteja na localização espacial dessa
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ocorrência. Por exemplo, suponha que o interesse seja prever a localização dos casos

de furtos ocorridos em uma determinada cidade ou ainda que o interesse esteja em prever

a localização de uma certa planta. A Figura 2 ilustra esse tipo de dados apresentando

o registro de ocorrência no Brasil deEuterpe edulis, que é uma palmeira que ocorre ao

longo de toda a Mata Atlântica e também em parte do Cerrado.

Figura 2: Registro de ocorrência no Brasil deEuterpe edulis.

Para compreender sobre dados de área, suponha que a região espacial populacional

seja dividida em áreas delimitadas como bairros, municípios ou países. Os fenômenos

de interesse ocorridos em cada uma dessas áreas consistem no agrupamento/somatório

dos fenômenos ocorridos em diferentes pontos dessa área. Um exemplo desse tipo

de dados ocorre quando analisa-se o tempo de vida da população brasileira dividindo

essa população em Estados. A informação de cada Estado consiste no agrupamento

desses tempos em diferentes municípios. A Figura 3 ilustra esse exemplo utilizando os

dados obtidos em <http://atlasbrasil.org.br/2013/data/rawData/Indicadores%20Atlas%

20-%20RADAR%20IDHM.xlsx>. Um outro exemplo desse tipo de dados ocorre quando

analisa-se o número de pessoas que contraíram dengue nos estados brasileiros e, nesse

caso, os estados brasileiros correspondem as áreas delimitadas e o número de doentes

em cada estado consiste na soma do número de doentes em diferentes ruas desse mesmo

estado.
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Figura 3: Expectativa de vida (em anos) ao nascer por estado brasileiro.

Na geoestatística a localização espacial é considerada conhecida e os dados não são

agrupados. Por exemplo, suponha que o interesse esteja no teor de zinco no solo de uma

dada região. Na Figura 4 pode ser veri�cado um exemplo deste tipo de dado em que

a quantidade do composto químico crómio produzida é referenciada pela localização,

segundo o uso da terra. O tamanho do círculo sugere a quantidade de crómio em

determinado ponto. Neste trabalho, consideramos os dados geoestatísticos.

Figura 4: Quantidade de crómio por localização, segundo uso da terra.
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2.3.1 Geoestatística

A geoestatística, também nomeada de superfícies contínuas, estuda fenômenos que

variam numa determinada região espacial em que as localizações são conhecidas.

De acordo com Cressie (1993), pode-se de�nir a regiãoG como sendo subconjunto

�xo do Rr com volume r -dimensional positivo, onder = 1; 2 ou 3, usualmente. Seja

f Y(s) : s 2 Gg uma realização do processo aleatório. Com isso, pode-se dizer ques

varia continuamente ao longo da regiãoG e poderia conter informações como latitude,

longitude e altitude.

Assuma que a média e a variância do processof Y(s) : s 2 Gg existam para todo

s 2 G. Então, denote-os por� (s) = E(Y(s)) e V(Y(s)), respectivamente. Considere

que h é o vetor de separação. De�ne-se que o processo espacialY(�) é intrinsecamente

estacionário se

E[Y(s + h)] = E[Y(s)] e (2.12)

V[Y(s + h) � Y(s)] = E[(Y(s) � Y(s + h))2] = 2 (h); (2.13)

para todos, s+ h 2 G, em que a quantidade (�) é uma função condicionalmente negativa

de�nida.

O processoY(�) é dito estacionário de segunda ordem ou fracamente estacionário se

� (s) é constante para todos 2 G, ou seja,� (s) = � para todo s 2 G e

covf Y(s); Y(s� )g = C(h) 8s; s� 2 G; (2.14)

isto é, a covariância entre dois pontos quaisquer emG é função apenas da diferença entre

as duas localizações.

A quantidade 2 (h) em (2.12) é um dos parâmetros mais importantes na modelagem

de geoestatística e é conhecida comovariograma e  (h) como semivariograma . Já a

funçãoC(�) dita em (2.14) é chamada de covariograma.

Quando o variograma depender apenas da distância entre as localizaçõess e s� ,

o processo é denominado por isotrópico. O processo se diz que é homogêneo quando

o processo é intrinsecamente estacionário e isotrópico (Smith (1996)). O processo é

heterogêneo se uma dessas duas condições não se aplicar.
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Assume-se, em geral, que a variávelY(�), em que assume valoresy(s) para s 2 G,

segue um processo Gaussiano (PG) com média� (�) e função de covariânciac(�; �) onde é

denotado por

Y(�) � PG(� (�); c(�; �)) (2.15)

se para quaisquers1; : : : ; sn , e qualquer n = 1; 2; : : :, a distribuição conjunta de

Y(s1); : : : ; Y(sn ) é uma normal multivariada com parâmetros dados porE[Y(si )] =

� (Y(si )) e covf Y(si ); Y(sj )g = c(si ; sj ) (O'Hagan e Kendall (1994)).

Na Geoestatística a partir da estimação do semivariograma e construção do grá�co

de semivariograma identi�ca-se a variabilidade espacial. Este permite representar

gra�camente a semivariância em função da distância, denominado de variograma

experimental. Através de uma amostra observaday(si ), i = 1; 2; : : : ; n, o variograma

pode ser estimado por

2b (h) =
1

N (h)

N (h)X

i =1

[y(si ) � y(si + h)]2; (2.16)

onde2b (h) é o variograma estimado,si corresponde às coordenadas dai -ésima posição,

y(si ) e y(si + h) são valores atribuídos à localização, ou seja, são valores dai -ésima

observação da variável eN (h) é o número de pares dos dados obtidos,y(si ) e y(si + h),

separados por um vetor de separaçãoh.

Ao representar gra�camente um dado processo homogêneo, encontram-se três medidas

que podem ser vistas por ele: o patamar, o efeito pepita e o alcance.

Quando o vetor de distância é nulo, por de�nição, o semivariograma é nulo, isto é,

 (h) = 0 . Entretanto, na prática, o semivariograma amostral costuma ter valor não nulo

quando h = 0. Este valor é chamado de efeito pepita e pode ser interpretado como um

erro de medida.

O alcance é a distância a partir da qual as amostras passam a ser independentes, ou

seja, quando não houver mais correlação espacial para o fenômeno de interesse.

O patamar é valor da variância que corresponde ao alcance e é considerado que a partir

deste ponto não há mais a dependência espacial, já que a variância entre as amostras não

varia em relação a distância.

A Figura 5 apresenta o exemplo de um semivariograma empírico. Pode-se notar que

a partir da distância 0,4 o semivariograma permanece constante e igual a 1,2. Note,



2.3 Estatística Espacial 34

também, que quando a distância se anula, o semivariograma assume valor 0,2. Portanto,

neste exemplo, a variância do efeito pepita assume valor igual a 0,2, o patamar assume o

valor de 1,2, o alcance assume valor de 0,4 e variância igual a 1.

Figura 5: Exemplo de um semivariograma com efeito pepita igual a 0,2, alcance igual a
0,4, com patamar igual a 1,2 e variância 1.

No campo da geoestatística é necessário ajustar um modelo estatístico aos dados

experimentais, em vista da necessidade de calcular o valor do semivariograma para

qualquer distância. Para isso, existem diferentes funções de covariâncias válidas utilizadas

na literatura. Lista-se, na Tabela 1, algumas dessas funções de covariância e as expressões

dos seus respectivos semivariogramas.

Nota-se que os modelos Exponencial e Gaussiano atingem o patamar apenas

assintoticamente, já que a função exponencial nunca se anula. O modelo Gaussiano possui

amplitude extensa e patamar aproximado ao modelo exponencial e é comumente utilizado

para modelar fenômenos contínuos. As Figuras 6 e 7 apresentam exemplos de modelos de

semivariogramas e suas respectivas covariâncias, respectivamente.
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Tabela 1: Modelos válidos de covariâncias e seus respectivos semivariogramas para dados
geoestatísticos sendo� 2 a variância do efeito pepita eV a variância do processo.

Modelo

Esférico C(h) =

8
<

:

0 , seh � �;
V

�
1 � 3

2� h + 1
2� h3

�
, se0 < � � �;

� 2 + V , caso contrário.

 (h) =

8
<

:

� 2 + V , seh � �;
� 2 + V

�
3

2� h � 1
2� h3

�
, se0 < h � �;

0 , caso contrário.

Exponencial C(h) =
�

V exp(� �h ) , seh > 0;
� 2 + V , caso contrário.

 (h) =
�

� 2 + V [1 � exp(� �h )] , seh > 0;
0 , caso contrário.

Gaussiano C(h) =
�

V exp(� � 2h2) , seh > 0;
� 2 + V , caso contrário.

 (h) =
�

� 2 + V [1 � exp(� � 2h2)] , seh > 0;
0 , caso contrário.

Figura 6: Exemplo de modelos de semivariâncias válidas.
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Figura 7: Exemplo de modelos de covariâncias válidas.

2.3.2 Modelo espacial proposto

Suponha queY seja uma vetor aleatório contínuo em uma região espacialG, ou seja,

Y é a coleção de variáveisY(s), s 2 G. As coordenadass podem ser a latitude, a

longitude e altitude. No contexto da geoestatística assume-se que

Y � Nn (�; � ) (2.17)

em queNn representa a distribuição normal multivariada de dimensãon, � é um vetor que

representa a média do processo com dimensãon e � representa a estrutura de covariância

com dimensãon � n. O vetor aleatório Y descreve uma realização parcial do processo

dado em 2.15 e, por isso, segue distribuição normal multivariada.

O vetor de médias� é composto pela coleção de médias� (s), s 2 G e em geral

pode ser descrito como� (s) = X (s)
0
� onde� = ( � 0; : : : ; � p� 1)

0
é um vetor de efeitos das

covariáveis, sendo� 0 considerado como intercepto, eX (s)
0

= ( X 0(s); : : : ; X p� 1(s)) um

vetor contendo asp covariáveis do processo que explicamY(s), em queX 0(s) é um vetor

que todas as componentes deste vetor é igual a 1. Considered = h, sendod a matriz de

distâncias entre as localizaçõess e s� .
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Nesse trabalho o processo de interesseY(s) é de�nido da seguinte forma

Y(s) = X (s)
0
� + ! (s) (2.18)

onde ! (s) é um efeito espacial que segue distribuição normal com média0, variância V

para todo s e função de covariância dada porV � � (d), sendojjdjj a distância euclidiana

entre as localizaçõess e s� e � (d) a função de correlação espacial.

A distância euclidianajjdjj , considerandos = ( s1; : : : ; sr ), tem-se que é calculada da

seguinte forma:

jjdjj = jjs � s� jj =
p

(s1 � s�
1)2 + : : : + ( sr � s�

r )2:

Então, a função de correlação exponencial� (d) = expf� d� g, onde � > 0. Note que a

componente espacial a ser estimada,� , não entra diretamente no processoY(s), mas na

estrutura de correlação.

O vetor paramétrico a ser estimado será� = ( � ; �; V ). Sob o enfoque Bayesiano faz-se

necessário atribuir uma crença inicial a esse vetor. Em geral, assume-se que os parâmetros

contidos em� sejam independentes. Usualmente considera-se que o vetor de coe�cientes

contendo os efeitos das covariáveis possuem uma distribuição normal independente com

média zero e variância� 2
� , ou seja,� i

iid� N (0; � 2
� ) para i = 0; : : : ; p � 1, sendo que� 2

� é

um valor conhecido e quanto maior, mais vaga é a informação inicial sobre� . Costuma-

se utilizar uma distribuição gama inversa para os parâmetros de variância que equivale a

utilizar uma distribuição gama para o parâmetro de precisão que é o inverso do parâmetro

de variância. Além disso, costuma-se atribuir uma distribuição gama para o parâmetro�

que está relacionado com o alcance do processo.

Considere o modelo espacial de�nido pela Equação em 2.18 e suponha que uma

amostra georreferenciada de tamanhon foi observada nas localizaçõess em ques 2 G. As

variáveis respostas observadas serão denotadas pelo vetory (s) = ( y1(s); : : : ; yn (s))
0

e as

variáveis explicativas serão representadas pela matrizx (s) , onde cada linha corresponde

ao vetor x i (s)
0
= ( x i 0(s); : : : ; xi (p� 1)(s)) observado para ai -ésima unidade.

Suponhaa priori que � e � 2 sejam independentes, tais que o vetor de coe�cientes�

segue uma distribuição normalp-variada com vetor de média zero e matriz de covariância

� � conhecida, e o parâmetro de precisão, de�nido por� = � � 2, segue uma distribuição

Gama com parâmetrosa� e b� conhecidos e� = V � � (d). Sendo assim, a função de

verossimilhança é dada por:
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p(y (s) j� ; �; � ) =
�

1
p

2�

� n

j� j � 1=2 exp
�

�
1
2

h
(yi (s) � x i (s)

0
� )

0
� � 1(yi (s) � x i (s)

0
� )

i
� b� �

�
� a� � 1(2.19)

Como a distribuição a posteriori de(� ; �; � ) é desconhecida, será necessário recorrer

aos métodos de MCMC descritos na Subseção 2.1.2 para obter uma amostra dessa

distribuição. As distribuições condicionais completasa posteriori de � e de� possuem as

seguintes expressões, respectivamente:

� j�; �; y (s) � Np

�
(x (s)

0
� � 1x (s) + � � 1

� )� 1x (s)
0
� � 1y (s) ; (x (s)

0
� � 1x (s) + � � 1

� )� 1
�

e

� j� ; �; y (s) � Gama

 

a� + n=2 ; b� +
1
2

nX

i =1

(yi (s) � x i (s)
0
� )

0
� (d)(yi (s) � x i (s)

0
� )

!

:(2.20)

Esse modelo espacial será aplicado na Seção 3.2 do Capítulo 3.

Como a função de correlação exponencial nunca se anula, recorre-se a ideia de alcance

efetivo que consiste em considerar que duas localizações não possuem dependência espacial

quando sua função de correlação exponencial assumir um valor igual ou inferior a 0,05. E

então o alcanceha é dado por

expf� h� g � 0; 05 , h �
3
�

, ha =
3
�

: (2.21)

2.4 Comparação de modelos

Modelos estatísticos tentam descrever o comportamento probabilístico de um dado

fenômeno de interesse e por isso diversos modelos podem ser utilizados em um mesmo

conjunto de dados e posteriormente pode-se analisar qual modelo obteve melhor ajuste

para descrever os dados observados e/ou prever futuros dados. Essa análise é realizada

através da comparação de modelos e há vários critérios na literatura para isso. Esse

trabalho recorrerá aos seguintes critérios: o critério de informação do desvio (DIC) e o

erro quadrático médio (EQM). Ambos analisam a performance do modelo descrever os

dados observados em termos de ajuste.

2.4.1 Critério de informação do desvio (DIC)

O critério de informação do desvio (DIC), proposto por Spiegelhalter et al. (2002),

é uma generalização de outros métodos como o AIC e BIC e é utilizado para seleção
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de modelos Bayesianos em que a distribuição aposteriori é obtida pela simulação via

MCMC.

De�ne-se o desvio da seguinte forma

D(� ) = � 2 logf l(y ; � )g + C (2.22)

sendol(y ; � ) a função de verossimilhança para os dados observadosy e C uma constante.

O critério DIC é de�nido então como

DIC = 2D(� ) � D(�̂ ) (2.23)

sendoD(� ) a média a posteriori dos desvios de�nidos na Equação (2.22) e calculado da

seguinte formaD(� ) =
P m

it =1 D(� it )=m, com m representando o total de iterações do

MCMC e � it o valor amostrado nait -ésima iteração. O termo�̂ representa a médiaa

posteriori dos parâmetros do modelo eC é uma constante que se cancela, portanto não é

levado em consideração na comparação de modelos.

Esse critério pode ser reescrito como

DIC = pD + D(� ) (2.24)

sendopD = D(� ) � D(�̂ ) considerado como o número efetivo de parâmetros no modelo.

Segundo esse critério, o melhor modelo terá o menor valor de DIC. Mais detalhes

podem ser encontrados em Macera (2011).

2.4.2 Erro Quadrático Médio (EQM)

O EQM é de�nido como sendo a média do quadrado da diferença entre o valor do

estimador e do parâmetro (Morettin e Bussab (2010)). Assim, para um estimador�̂ do

parâmetro � , temos:

EQM (�̂ ) = E[(�̂ � � )2] = V ar(�̂ ) + [ V ies(�̂ )]2 (2.25)

onde o símboloE[�] denota o valor esperado eV ies(�̂ ) = E[�̂ ] � � representa o vício.

Note que quanto menor a variância e menor o vício do estimador, melhor será esse

modelo e portanto segundo esse critério, o melhor modelo terá o menor valor de EQM.
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3 Análise dos Resultados

Dados arti�ciais são gerados para avaliar o ajuste do modelo de regressão linear.

Também é possível avaliar se os critérios de seleção de modelos utilizados conseguem

identi�car o modelo utilizado na geração ao compará-lo com outros modelos. Em seguida

repete-se todas as análises aplicando os modelos em dados reais. Esses resultados são

descritos na Seção 3.1. A Seção 3.2 contém os resultados para o ajuste do modelo espacial

em um conjunto de dados arti�ciais.

3.1 Modelo de Regressão Linear

Considere o modelo de regressão linear proposto na Subseção 2.2.1 e que possui a

seguinte forma

Yi = X
0

i � + ei (3.1)

em quee
0
= ( e1; : : : ; en ) � Nn (0; � 2) e i = 1; : : : ; n.

Na Subseção 3.1.1 há a descrição sobre o conjunto de dados simulados, o ajuste desse

conjunto utilizando diferentes covariáveis conforme o modelo proposto e a avaliação dos

critérios de seleção de modelos. Na Subseção 3.1.2 há a descrição do conjunto de dados

reais utilizado para ilustrar a aplicação desse modelo.

Os dados foram gerados e ajustados através do programa R Core Team (2019), cujos

códigos encontram-se no Apêndice 3.

3.1.1 Dados arti�ciais

Para gerar um conjunto de dados simulados de tamanhon da variável resposta

Yi ; i = 1; : : : ; n, de�nida na Equação 3.1, utilizou-se que os seguintes valores: tamanho

amostral n = 67, vetor de coe�cientes�
0

= (2 ; 0 ; 3; 0 ; 2; 5 ; 3; 5), sendo que o primeiro
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valor refere-se ao intercepto representado por� 0 e os demais representam os efeitos das

covariáveis e a variância� 2 = 4.

As variáveis independentesX
0

i = ( X i 0; X i 1; X i 2; X i 3) foram geradas de forma

independente para cada unidadei = 1; : : : ; n da seguinte forma: X i 0 = 1 para ter

intercepto, X i 1
iid� N (0; 1), X i 2

iid� Gama(1; 1) e X i 3
iid� Beta(2; 2). Note que utilizou-

se 3 covariáveis e um intercepto.

Figura 8: Análise descritiva dos dados. Na diagonal principal há os histogramas das
covariáveis x e da variável respostay . Na matriz acima da diagonal principal há as
correlações entre as variáveis e na matriz abaixo dessa diagonal há os grá�cos de dispersão.
Cada linha e coluna apresentam informações na seguinte ordem:x 1, x 2, x 3 e y .

A Figura 8 apresenta os seguintes grá�cos descritivos dos dados: grá�cos de dispersão

entre a variável resposta e cada uma das covariáveis e entre as covariáveis, histogramas

de cada uma dessas variáveis e a correlação entre essas variáveis. Note que a primeira

covariável possui uma correlação linear de 0,68 com a variável resposta. Essa é uma forte

correlação e por isso tem-se que o grá�co de dispersão entre essas variáveis possui um

formato próximo a uma reta. A segunda covariável possui uma correlação ligeiramente

menor com a variável resposta (0,48) e portanto percebe-se uma dispersão maior de uma

reta. A terceira covariável possui uma correlação muito baixa com a variável resposta (de

0,084) e por isso não é possível identi�car um padrão no grá�co de dispersão respectivo.

Como as covariáveis foram geradas de forma independentes, os respectivos grá�cos de
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dispersão dex k1 versus x k2, sendok1; k2 = 1; 2; 3 e x k = ( xk1; : : : ; xkn ), apresentam

aleatoriedade e suas correlações também possuem valores muito baixos.

Considere que o vetor de parâmetros� = ( � ; � ), sendo� = � � 2, seja desconhecido.

Sob o enfoque Bayesiano, considerea priori que � e � sejam independentes e que� �

N4(0; 1000I 4) e � � Gama(2; 1), sendoI 4 uma matriz identidade de ordem 4. Os valores

dos hiperparâmetros da distribuiçãoa priori foram escolhidos de forma a obter uma

distribuição não informativa para os parâmetros.

Para avaliar a capacidade da metodologia utilizada recuperar os verdadeiros valores

dos parâmetros desconhecidos e de reconhecer o modelo correto, suponha os seguintes

modelos:

� M1: Y = � 0 + � 1X 1 + � 2X 2 + � 3X 3 + e;

� M2: Y = � 0 + � 1X 1 + e;

� M3: Y = � 0 + � 1X 1 + � 2X 2 + � 3X 3 + � 4X 4 + e;

� M4: Y = � 0 + � 1X 1 + � 2X 2 + � 4X 4 + e.

Note que o modeloM 1 é utilizado para gerar os dados simulados. O modeloM 2 retira 2

covariáveis utilizadas na geração dos dados e os modelosM 3 e M 4 são versões incluindo

uma covariável que não foi utilizada na geração dos dados.

Já que a distribuiçãoa posteriori de � não é conhecida conforme descrito na Subseção

2.2.1, é necessário recorrer aos métodos de MCMC para obter amostrasa posteriori dos

parâmetros. Para este caso em particular utiliza-se o Amostrador de Gibbs que requer a

obtenção das Distribuições Condicionais Completasa posteriori (DCCP) dos parâmetros

� e � , conforme descrito na Equação em 2.11. Rodou-se 1100 iterações, descartando as

100 primeiras e portanto obteve-se uma amostra de tamanho 1.000.

Veri�ca-se na Figura 9 os traços das cadeias dos parâmetros� . Observe que há indícios

de convergência pelo fato de manter um padrão aleatório dentro do limite do intervalo de

credibilidade 95%, delimitado pelas linhas azuis pontilhadas. Os verdadeiros valores dos

parâmetros usados para gerar os dados estão representados pelas linhas vermelhas. Note

que esses valores estão contemplados de forma satisfatória nos intervalos de credibilidade

dos modelosM 1 e M 3, conforme esperado uma vez que oM 1 é o verdadeiro modelo

utilizado na geração dos dados e o modeloM 3 difere do M 1 por incluir uma variável

adicional que não foi utilizada na geração e portanto pode-se considerar que tenha efeito
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