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Resumo

A suposicao de normalidade dos dados é muito utilizada para realizar inferéncias
sobre os parametros populacionais, diversos métodos estatisticos e fenomenos aleatorios
podem ser descritos de forma aproximada pela distribuicao normal. Por isso é de extrema
importancia que sejam realizados testes para avaliar o atendimento a esta suposi¢ao para
um determinado conjunto de dados. O objetivo deste trabalho foi investigar quais testes
de normalidade apresentam melhores resultados para diferentes tamanhos de amostras e
distribui¢oes. A metodologia utilizada foi um estudo de simulagao, realizado no R (R’
Core Team, 2014])), que utilizou amostras geradas aleatoriamente, para realizar sucessivos
testes de normalidade e comparar as taxas de acerto. Os resultados desta pesquisa podem
auxiliar em estudos futuros, na escolha dos testes que serao utilizados para as analises.
Para amostras grandes, maiores que 1000, o teste Jarque Bera Robusto apresentou o
melhor desempenho e no caso de amostras pequenas, de uma maneira geral, o teste
Shapiro Francia obteve os melhores resultados.

Palavras-chave: Distribuicao normal. Testes de normalidade. Simulacao.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

Segundo Dufour et al.| (1998)), existem cerca de 40 testes de normalidade. Estes
diferentes testes, muitas vezes, geram resultados opostos que podem rejeitar ou nao a
hipdtese de normalidade para o mesmo conjunto de dados. Isto acontece, pois, cada teste
utiliza um método diferente de verificacao, além de ser possivel selecionar infinitos tipos
de amostra. Logo, dependendo da amostra analisada, um determinado método pode ser
mais eficiente do que outro. Diante deste cenario, deseja-se comparar diferentes testes,

em situagoes diversas, para determinar qual teste performa melhor em cada caso.

1.2 Revisao Bibliografica

Torman, Birck e Riboldi| (2005)), comparam os testes Kolmogorov-Smirnov, Anderson-
Darling, Cramér-Von Mises e Shapiro-Wilk através de simulacao Monte Carlo. Para
verificar a eficiéncia desses testes, foram realizadas simulagoes no software SAS, com
1000 replicacoes para 5 distribuicoes e 4 tamanhos de amostras diferentes. Os resultados
mostraram que para dados normais, apenas o Kolmogorov-Smirnov se mostrou inferior
comparado aos demais. Para os dados nao-normais o teste Shapiro-Wilk sempre se mostra
superior, concluindo-se entao que este é aparentemente o melhor teste de aderéncia a

normalidade.

Em [Torman, Coster e Riboldi (2012)), os autores comparam os testes Kolmogorov-
Smirnov, Anderson-Darling, Cramer-von Mises, Lilliefors, Qui-quadrado, Shapiro-Wilk,
Shapiro-Francia e Jarque-Bera através de simulacao. Para analisar a eficiéncia dos testes
foi averiguado o percentual de vezes que a decisao correta foi tomada através do software
R, com 5000 replicacoes para 5 distribuicoes e 6 tamanhos de amostras diferentes. Os
resultados mostraram que para amostras pequenas os procedimentos nao paramétricos sao

mais indicados, em funcao da baixa performance dos testes de aderéncia a normalidade.
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Para amostras maiores, recomenda-se o uso dos testes Shapiro-Francia ou Shapiro-Wilk.

Os testes Kolmogorov-Smirnov e Qui-Quadrado, apresentaram os piores desempenhos.

Razali e Wah| (2011)) realiza uma comparagao entre os testes Kolmogorov-Smirnov,
Anderson-Darling, Lilliefors e Shapiro-Wilk via simulagao Monte Carlo. A eficiéncia dos
testes foi verificada utilizando o software FORTRAN, com 10000 replicagoes para 14 distri-
buigoes e 15 tamanhos de amostras diferentes. Os resultados indicam que o teste Shapiro-
Wilk é o mais poderoso, seguido do Anderson-Darling, Lilliefors e Kolmogorov-Smirnov,
respectivamente. Entretanto, o poder de todos os testes sao baixos para tamanhos pe-
quenos de amostras. Concluiu-se que o Lilliefors sempre performa melhor do que o KS o

que justifica a escolha deste teste para este trabalho.

O artigo |[Bayoud (2019) compara os testes Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling,
Cramer-von Mises, Shapiro-Wilk, Shapiro-Francia, Watson, Kuiper, Vasicek’s, Park-Park
teste baseado no estimador Vasicek’s, Jarque-Bera, Jarque-Bera Robusto e o teste pro-
posto pelo autor através de simulacao Monte Carlo. A eficiéncia dos testes foi verificada
utilizando o software R, com 10000 replicacoes para 12 distribuicoes e 4 tamanhos de
amostras diferentes. Para amostras simétricas variando de (-00, 00), o teste mais pode-
roso foi o Jarque-Bera Robusto. Ja para o caso de amostras assimétricas variando de (0,
00) ou de (-00,00) o teste mais poderoso foi o teste proposto pelo autor para amostras

pequenas e moderadas, para amostras grandes o teste Shapiro-Wilk é o mais indicado.

Em [Yap e Sim| (2011) os autores comparam os testes Shapiro-Wilk, Kolmogorov-
Smirnov, Lilliefors, Cramer-Von Mises, Anderson-Darling, D’Agostino-Pearson, Jarque-
Bera e Qui-quadrado através de simulagao via Monte Carlo. A eficiéncia dos testes foi
testada utilizando diferentes softwares, pois nao havia um unico software que realizasse
todos os testes escolhidos, com 10000 replicagoes para 24 distribuigoes e 15 tamanhos de
amostras diferentes. A simulacao indica que para amostras simétricas de cauda curta os
testes D’Agostino e Shapiro-Wilk s@o mais poderosos. Para os casos em que as amostras
sao simétricas e de cauda longa, o poder dos testes Jarque-Bera e D’Agostino se compara
ao Shapiro-Wilk teste. Para amostras assimétricas, o teste Shapiro-Wilk é o mais poderoso

seguido do Anderson-Darling.

1.3 Objetivos

O objetivo é comparar os testes de normalidade Shapiro-Wilk, Shapiro-Francia, Lillie-

fors, Anderson-Darling, Cramér-Von Mises e Jarque-Bera Robusto, através de um estudo
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de simulagao implementado no programa R (R Core Team| [2014) para decidir quais apre-
sentam o melhor desempenho em diferentes situacoes, como por exemplo, para os casos

de amostras pequenas, amostras grandes, com ruido e sem ruido.

Os objetivos especificos sao:

e Realizar um estudo para comparar os diferentes tipos de testes de normalidade, em

situagoes diversas.

e Identificar quais testes apresentam o melhor desempenho para distribuicoes normais

€ nao normais.

e Identificar qual o melhor teste para os diferentes tamanhos de amostras.

1.4 Organizacgao

No Capitulo 2 é apresentado mais detalhes sobre a distribuicao normal, os testes de
normalidade utilizados na simulagao e as definicoes de acuracia, precisao, sensibilidade
e especificidade. No Capitulo 3 é possivel encontrar as distribuicoes utilizadas neste
estudo, a metodologia da simulacao e os resultados obtidos. Por fim, no Capitulo 4 estao

registradas as principais conclusoes desta pesquisa.
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2 Materiais e Métodos

2.1 A Distribuicao Normal

A distribuicao normal, também conhecida como curva Gaussiana ou curva de Gauss,
possui grande importancia na estatistica possuindo aplicagoes praticas e tedricas. Atual-
mente, ela é muito utilizada na pratica, em diversas areas de aplicagao, como por exemplo,

descreve bem diversos fenomenos naturais, em particular, as variaveis biométricas.

Na parte tedrica, esta distribuicao possui um papel fundamental na inferéncia es-
tatistica, uma vez que muitos procedimentos utilizados nesta drea possuem como suposi¢ao
a normalidade dos dados, ou seja, outros modelos probabilisticos tanto discretos como
continuos podem ser representados pela normal, desde que os critérios de convergéncia
sejam satisfeitos. Alguns exemplos de distribuicoes que se aproximam da curva normal
quando as condigoes sao respeitadas sao: Binomial, Poisson, Hipergeométrica, T-Student,
Qui-Quadrada e a distribuicao F. Em [Viali (2014)), o autor explica mais detalhadamente

sobre a importancia e aplicacoes da normal.

Sabe-se que ao realizar o experimento de lancar uma moeda nao viciada e observar sua
face, a probabilidade de ocorréncia dos eventos A: obter cara ou B: obter coroa, é de 50%.
Observe que estes eventos possuem dois resultados possiveis, sair a face desejada (sucesso)
ou nao (fracasso). Diz-se, entao, que estes experimentos seguem uma distribui¢ao de
Bernoulli. Ao replicar este experimento n vezes e observar o niimero de sucessos para as
tentativas realizadas, tem-se uma distribuicao binomial. Estas distribuicoes descritas por
Bernoulli, foram fundamentais nos estudos de Moivre para descrever pela primeira vez,
em 1738, a curva que mais tarde ficou conhecida como curva de Gauss, dando razao a lei
da eponimia de Stigler que afirma “nenhuma descoberta cientifica é batizada com o nome
do seu descobridor original”, |Viali (2014).

Viali| (2014)) conta um pouco da histéria da normal. O matematico francés Abraham

de Moivre, em seu livro “The doctrine of the chances”, percebeu que conforme aumentava
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o numero de lancamentos de uma moeda, a distribuigao binomial aproximava-se de uma
curva suave, ou seja, quanto maior o niimero de tentativas, mais exata era a aproximagcao
para a probabilidade de ocorréncia de um evento, pois os erros ou desvios, diminuem a

medida que aumentam os nimeros de lancamentos.

Segundo Viali (2014)), os resultados do trabalho de Moivre foram estendidos por Pierre
Simon Laplace e Carl Friedrich Gauss. Laplace foi um matematico, astronomo e fisico
francés que, em 1810, apresentou e provou o teorema central do limite (TCL) e, em
1812, em seu livro “Théorie Analytique des probabilités” provou através do TCL que, sob
certas circunstancias, a binomial e outras distribuicoes podem ser aproximadas por uma
Normal. Gauss, um alemao que assim como Laplace era matematico, astronomo e fisico,
em seus trabalhos “Theoria Motus Corporum Coelestium”de 1809 e “Bestimmung der
Ganauigkeit der Beobachtungen, Zeitschrift Astronomi”de 1816, associou a curva normal
ao método dos minimos quadrados e estabeleceu métodos padroes amplamente utilizados
no século XIX. Por este motivo, a distribuicao Normal também ¢é conhecida como curva

de Gauss.

Para este estudo é necessario definir a distribuicao normal, a normal padrao e o

teorema do limite central.

Definicao 2.1 A waridvel aleatoria X tem distribuicao normal com média i e variancia

0%, se a sua funcdo de probabilidade é dada por:

1 (w—u)z]
exp | ————=—1|,—00o < x <00 2.1
e |- (2.)

em que —oo < ji < oo e a2 > 0. Denotamos esta distribuicao por X ~ N(u,c?) em que

[ e o? sao os parametros de posicao e escala, respectivamente.

fzlp, o?) =

A distribuigao Normal padrao é um caso particular da Normal, em que a média u é

PN . 2 ’ 1 E . s d . . ’ f
zero e a variancia o© é 1. Em muitos casos ¢ interessante padronizar, isto ¢, transformar
uma X que segue uma distribuicao Normal em uma varidvel aleatéria 7Z que segue uma
distribuicao Normal padrao, conforme mostra a proposicao [2.1} Este procedimento é
realizado, pois, facilita a leitura e interpretacao dos dados. Além disso, diversos testes de

normalidade utilizam a Normal padrao, que pode ser definida como:

Definicao 2.2 A wvaridvel aleatoria Z tem distribuicao Normal padrdo, entdo a funcdo
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de densidade de probabilidade da Normal reduz-se a:

1 1
——zﬂ ,—00 < 2 < 00 (2.2)

o2) = = |-

Denotamos esta distribuicao por Z ~ N(0,1).

O préximo resultado mostra como transformar uma distribuicao Normal com média

2

i € variancia ¢© em uma distribuicao Normal padrao.

Proposigao 2.1 Seja X ~ N(u,0?). A padronizacio da varidvel aleatdéria X € realizada

através da sequinte transformagao:

(2.3)

em que —oo < u < oo e o >0. Entao, Z ~ N(0,1).

A funcao densidade da distribuicao Normal possui forma de sino, sendo uma curva
simétrica em torno da média e duplamente assintotica, ou seja, o limite quando x tende
para oo ¢ igual ao limite quando x tende para —oo, sendo ambos os limites iguais a zero.
O intervalo entre . — 30 e u + 30 representa 99,73% da drea total sob a curva. Exemplos

da densidade para diferentes valores dos parametros p e o podem ser encontrados na

Figura [I]

Como a distribuicao Normal padrao é um caso particular da Normal, o seu grafico

possui as mesmas propriedades de simetria da Normal.

% —

3 o | — Normal(2,1/2)
E ° — Normal(3, 2)
5 - — Normal(0, 1)
S g

4 =7

©

o

w

[ -

L]

(]

0.0
|

Figura 1: Exemplos da curva de densidade Normal para diferentes valores dos parametros
e o

Segundo Ross| (2010)), pelo TCL, mesmo que os dados nao sigam uma distribuigao
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normal, quando a dimensao da amostra ¢é suficientemente grande a distribuicao da média

amostral de uma populagao com variancia finita aproxima-se de uma distribuicao Normal.

Teorema 2.1 Para amostras aleatorias simples (X1, Xs, ..., X,,) retiradas de uma po-
pulacio com média p e variancia o® finita, a distribuicio amostral da média X aprozima-

se para n suficientemente grande, de uma distribuicao Normal com média p e variancia

o2

.

Na Figura 2] é apresentado uma ilustracao referente ao TCL. Observe que apesar da
curva de distribuicao da Exponencial nao se parecer com a normal, a curva da média para
uma quantidade grande de repeti¢oes da amostra é bem similar a normal. Para estes
graficos da exponencial o seu parametro é A = 1, a amostra utilizada foi de tamanho 50

e o numero de replicagoes realizadas foi de 10000.

Distribuigdo de uma amostra Distribuigdo amostral da média

10 15
2000
|

Frequéncia
Frequéncia

500 1000

i

I T T T T 1 [ T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 04 06 08 10 12 14 16

Figura 2: Distribuicao amostral da Exponencial e de sua média para amostras de tamanho

20

A seguir serao apresentados os testes de normalidade utilizados nesta simulacao.

2.2 Testes de Normalidade

Seier| (2002) classificou os testes de normalidade em quatro subcategorias, sendo elas:
testes de assimetria e curtose, testes de distribuigao empirica, testes de regressao e cor-
relacao e outros testes especiais. Neste trabalho serao utilizados testes de normalidade

das trés primeiras categorias.

Para a categoria dos testes de assimetria e curtose, compara-se os resultados de assi-
metria e curtose dos dados com os resultados destas medidas da distribuicao Normal. O

teste Jarque-Bera Robusto é um exemplo dessa categoria de testes.
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A ideia dos testes de distribuicdo empirica é comparar a funcao de distribuicao
empirica (FDE) estimada através dos dados com a funcdo de distribui¢ao Normal, ou
seja, compara-se a distribuicao empirica e a tedrica. Dentro desta categoria, ainda é
possivel classificar os testes como pertencentes a classe suprema de estatisticas baseadas
na FDE ou a classe quadratica. Da classe suprema, serd utilizado o teste Lilliefors e da

classe quadratica os testes Anderson Darling e Cramér-Von Mises.

Na categoria de correlacao e regressao deseja-se comparar os valores esperados das
estatisticas de ordem da distribuicao Normal com as estatisticas de ordem observadas
para a distribuicao da qual se deseja verificar a suposicao de normalidade. Nesta categoria

temos os testes Shapiro-Wilk e sua modificagao, o Shapiro-Francia.

Antes de definir estes testes, é preciso enunciar a definicao de estatistica de ordem, ja

que a mesma € utilizada nos testes de correlacao e regressao.

Dado uma amostra x1,s,...,x,, 0s dados ordenados de forma crescente, formam
uma sequeéncia denotada por (1), Z(2),. .., T(n), onde os parénteses no subscrito indicam
a ordem. Dessa forma, x(1),z(2), .., T(n) S0 as estatisticas de ordem da amostra e z(;

indica a i-ésima estatistica de ordem, ou seja, a i-ésima observacao ordenada. A estatistica
de ordem pode ser enunciada conforme Definicao 2.3 Ross| (2010).

Defini¢ao 2.3 Seja (X1, Xo, ..., X,,) um vetor aleatdrio n-dimensional e (x1,xa, ..., Ty,)
uma n-upla assumida por (Xq,Xo,...,X,). Vamos organizar x,,xs,...,x, em ordem

crescente de magnitude, para que

:L‘(l) S :E(g) S S I(n), (24)
onde x1y = min(xy, Ta,...,Ty), T2y € 0 seqgundo menor valor em x1,..., T, e assim
por diante, x(,) = max(xy,...,x,). Se quaisquer dois x;,x; forem iguais, a ordem ndo

importa.

Em seguida, serd apresentado cada um dos testes de normalidade considerados nesse

trabalho.

2.2.1 Shapiro Wilk

O teste proposto por Shapiro e Wilk| (1965)) é, até os dias de hoje, um dos mais uti-
lizados devido ao fato dele ser o mais sensivel para diversas distribuicoes, de acordo com

Althouse, Ware e Ferron| (1998). Para verificar se uma amostra segue uma distribuigao
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normal, utiliza-se a seguinte estatistica de teste:

Zn: (az‘yz‘)2

=1
SW = —, (2.5)
)2
(vi — 9)
i=1
em que y; é o i-ésimo valor da amostra observada, § é a média amostral e aq,as, ..., a,

sao constantes calculadas da seguinte forma:

mTV—1
mT V=1V ~1m)1/2’

(a1, ag, ..., a,)" = ( (2.6)

sendo m = (my,ma, ..., m,)T o vetor de valores esperados das estatisticas de ordem da
amostra e V é a matriz das covariancias destas estatisticas.
No R, a funcao shapiro.test () do pacote nortest fornece a estatistica de teste e o valor-p

para o teste Shapiro-Wilk e sera a fun¢ao utilizada neste trabalho.

2.2.2 Shapiro Francia

Shapiro e Francia (1972) apresentaram uma modificacdo para o teste acima, em que
mantiveram a mesma estrutura e critérios utilizados no teste Shapiro-Wilk, sua diferenca
estd na definicao dos coeficientes a,,‘s. Logo, a estatistica de teste considerada neste teste

é a mesma apresentada na Equacgao [2.5| e o vetor a é definido da seguinte forma:

T m”
(al,ag,...,an) = W’ (27)
sendo m = (my,ma, ..., m,)" o vetor de valores esperados das estatisticas de ordem da

amostra.

A grande vantagem deste teste é que nao é preciso calcular a matriz de covariancias V,
ou seja, se torna mais simples obter os coeficientes associados ao vetor a, segundo Silva
(2014)). Atente-se ao fato de que isto nao significa que este teste é mais assertivo do que
o Shapiro-Wilk.

No R, a funcao que realiza este teste é a sf.test(), também do pacote nortest, ela

fornece as informagoes sobre estatistica de teste e o valor-p.
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2.2.3 Lilliefors

De acordo com [Seier| (2002), o teste Kolmogorov-Smirnov (KS) proposto inicialmente
por Kolmogorov, em 1933, utiliza a FDE para verificar a normalidade dos dados e pertence
a classe suprema de estatisticas baseadas na FDE. Este teste é muito utilizado até os dias
de hoje, porém, ele possui a limitacao de que os parametros p e 02 devem ser totalmente

conhecidos para que seja possivel realizar os calculos.

Em seus estudos, Lilliefors| (1967) notou que com uma modificagdo nos parametros
do teste Kolmogorov-Smirnov era possivel simplificar os calculos deste teste e resolver a

2

limitacao citada utilizando as estimativas dos parametros p e o, enquanto que no KS

utiliza-se as estimativas dos parametros amostrais T e S. A estatistica de teste é:

D = maz|D*, D™ (2.8)

; 1—1
l)+ — - i Di - v
(iirllf?fn) {n P )} ‘ (igll’%'%n) {p( | ( " ) }

P = (/5("’3(“5796), sendo ¢ a funcao de distribuicao acumulada normal padrao, com T e s,

sendo

respectivamente, a média e o desvio padrao amostral.

O valor-p para este teste pode ser obtido através da tabela do teste Lilliefors (ANEXO
1), calculada por [Dallal e Wilkinson| (1986)). Entretanto, esta férmula possui uma li-
mitagao, ela sé é confidvel quando valor-p menor que 0,1. Criada por |Stephens| (1979),
para os casos em que o valor-p da férmula acima fossem maiores que 0,1, utiliza-se entao

a estatistica de teste modificada:

Z:D<\/ﬁ—o,o1+0’—\/%5>. (2.9)

Para o teste Lilliefors a funcao do R é a 1illie.test() do pacote nmortest, que nos

fornece as mesmas informacoes dos outros testes, a estatistica do teste e o valor-p.
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2.2.4 Cramér-Von Mises

Este teste foi proposto inicialmente Harald Cramér e Richard Von Mises, em 1928,
porém sugestoes de modificacoes e melhorias foram criadas por diversos pesquisadores,
acompanhando o avango dos estudos sobre testes de normalidade. Darling| (1957) definiu

a estatistica deste teste da seguinte forma:

1 " T2 —1 2
W=— — i 2.10
12n+2{ 2n p()l (2.10)

1=

onde n ¢ o tamanho amostral, p; = gzﬁ(@), ¢ ¢ a funcao de distribuicao acumulada

normal padrao, com 7 e s, respectivamente, a média e o desvio padrao amostral.

O célculo do valor-p foi proposto por Stephens| (1979)), e pode ser encontrado através

da estatistica modificada,

Z =W(1+0,5n) (2.11)

No R a funcao cvm.test () do pacote nortest fornece a estatistica de teste e o valor-p

para o teste acima.

2.2.5 Anderson Darling

Anderson e Darling| (1952) propuseram um teste de normalidade baseado na funcao
de distribuicao empirica, para distribui¢coes com parametros conhecidos, definido por:

n

1

A=-n-— Z[(Qi — D(Inpa +1n (1 = pr-14)] (2.12)

em que pgy = gzﬁ(x”T_j) sao os percentis ordenados da distribuicao normal padrao, ¢
¢ a funcao de distribuicao acumulada normal padrao, z é a média amostral e s é o
desvio padrao amostral. |D’Agostino e Stephens (1986) sugeriram uma modificacdo no
teste Anderson-Darling para que fosse possivel usd-lo com algumas distribui¢oes com
parametros desconhecidos, incluindo a Normal, exponencial, gama, weibull e entre ou-

tras. O teste modificado é definido como:
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A*:A(1+%+2’25) (2.13)

n n?

Para um nivel de significancia de 0,05, a hipotese de normalidade é rejeitada se A* > 0, 752
para qualquer tamanho amostral n. No R, a funcao ad.test () do pacote nortest fornece

a estatistica de teste e o valor-p para o teste acima.

2.2.6 Jarque-Bera Robusto

Este teste foi proposto por Jarque e Bera (1980)) e baseia-se na diferenca entre a sime-
tria e a curtose dos dados amostrais e tedricos da distribuicdo normal. Apesar deste teste
ser conhecido por ter boas propriedades para verificar a normalidade, ele possui algumas
limitagoes, como por exemplo, valores discrepantes podem afetar os coeficientes utilizados
e nos levar a decisao errada. (Gel e Gastwirth| (2008) apresentaram uma modificacdo neste
teste, com o objetivo de tentar reduzir o impacto destes valores discrepantes na decisao

do teste. A estatistica de teste do Jarque-Bera robusto é definida como:

~ 2 ~ 2
nofps nof 4
JBR = — | —= — = -3 2.14
Ch (Jf){) +02(J4 ) 214)

em que jp = » (z; — :E)k, J, = \/gle, M é a mediana dos valores z; da
amostra e C e Cy ls:élo constantes positivas que podem ser obtidas através de simulagao
via Monte Carlo. Em particular, é possivel preservar um nivel de significancia de 0,05
para C; = 6 e Cy = 64. Segundo Bayoud| (2019), a hipétese de normalidade é rejeitada
para um « = 0,05, se a estatistica de teste JBR for maior que 10,658, 9,278, 8,403 e
8,793 para n = 10,20, 30 e 50 respectivamente. Estes valores criticos foram obtidos via

simulacao com 10.000 replicacoes. No R, a funcao rjb.test () do pacote lawstat fornece

a estatistica de teste e o p-valor para o teste acima.

2.3 Acuracia, Precisao, Sensibilidade e Especificidade

As medidas de acurécia, precisao, sensibilidade e especificidade serao utilizadas na

andlise de eficiéncia para este estudo de simulacao. O site de aprendizado de maquinas
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criado pelos professores e alunos da UFF, |[Rodrigues et al. (2022)) fala um pouco sobre

esses conceitos.

Acuracia é a capacidade de medir corretamente aquilo que se propoe medir, ou seja,
¢ a proximidade entre o valor verdadeiro e o experimental ao realizar a medi¢ao de uma
grandeza fisica qualquer. Neste estudo é a capacidade de identificar corretamente se uma

distribuicao ¢ normal ou nao.

A sensibilidade do teste é capacidade de identificar corretamente os elementos da
amostra que possuem a caracteristica de interesse do estudo. Pode-se dizer também que é
a probabilidade de nao rejeitar a hipotese nula quando ela é realmente verdadeira. Pode

ser representada como:

- VP
Sensibilidade = VPLEN (2.15)

sendo VP = verdadeiros positivos e FN = Falsos negativos. Na Tabela [I| ¢ mostrada a
matriz confusao, esta matriz é determinada de acordo com a decisao que o teste toma e

a realidade.

Ja a especificidade é capacidade de identificar corretamente os elementos que nao
possuem as caracteristicas de interesse, ou seja, é a probabilidade de rejeitar a hipétese

nula quando a mesma é realmente falsa. Pode ser apresentada através da seguinte equacao:

VN

VN PP (2.16)

Especificidade =

sendo VN = verdadeiros negativos e FP = falsos positivos.

Neste estudo, a sensibilidade do teste se refere a propor¢ao de nao rejeigoes da hipotese
de nulidade para as distribuicoes normais e a especificidade é a proporcao de rejeicoes da

hipdtese de nulidade para distribui¢oes que nao sao normais.

Jé& a precisao, estd relacionada ao grau de consisténcia das medidas obtidas, ou seja, é a
capacidade de fornecer os mesmos resultados quando repetido, neste caso é a capacidade
dos testes fornecerem os mesmos resultados ao ser repetido para diferentes amostras e
distribuicoes. A medida de acuracia estd relacionada a erros sisteméticos e aleatorios,

enquanto a precisao esta relacionada apenas a erros aleatérios.
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VP+ VN

Precisio — .
reasa0 = U P T VN + FN 1 FP

Tabela 1: Matriz confusao

Decisao

Realidade
Hy ¢é verdadeiro H, ¢ falso

Aceitar H
Rejeitar H

Verdadeiro positivo Falso negativo (Erro tipo II)
Falso positivo (Erro tipo I) Verdadeiro negativo

22

(2.17)
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3 Analise dos Resultados

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos através das das andlises de
simulagoes realizadas. Para este trabalho o software R 4.0.4 (R Core Team, [2014) foi

utilizado, através da interface R Studio.

3.1 Distribuicoes utilizadas no estudo de simulacao

Para testar a eficiéncia dos testes de normalidade utilizou-se neste trabalho tanto
distribuicoes normais como as seguintes distribuicoes nao normais: beta, gama, t-student,
qui-quadrado e cauchy. Estas distribuigoes foram escolhidas de forma a existir amostras
que se aproximem da normal e amostras diferentes da normal. Dessa forma, é possivel
avaliar como os testes se comportam para as diferentes distribuicoes. Espera-se que nos
casos em que a curva da densidade se parece com a curva da normal, a taxa de acerto

seja menor.

As distribuigoes beta e gama podem possuir um grafico similar ao da normal ou total-
mente diferente, o que as tornam distribuigoes interessantes de avaliar se o comportamento
varia conforme os parametros mudam, por este motivo foram escolhidas duas distribuicoes
betas e duas gamas. A distribui¢do beta (2,2) e a gama (10,1/3) possuem um gréfico
simétrico similar a curva de uma normal, Figuras e , enquanto que a beta (2, 1)
e a gama (5,5) possuem um gréfico assimétrico, sendo a beta uma assimetria a esquerda

(ou negativa) e a gama uma assimetria a direita (ou positiva), conforme mostra as Figuras
e}

A distribuicao t-student com 10 graus de liberdade (g.1.) é uma distribui¢ao simétrica
muito similar a normal padrao, pois sua média também é zero. Esta é a distribuicao
que mais se aproxima graficamente da normal, por este motivo, espera-se que seja uma
distribuicao com baixa taxa de acerto para amostras pequenas, conforme indica a Figura

. A distribui¢ao qui-quadrado com 4 g.l. é assimétrica a direita e a cauchy (1,1) é
uma distribuicao simétrica, respectivamente, Figuras eB(d)]
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3.2 Metodologia da Simulacao

Para realizar o processo de simulacao foram definidas as distribuicoes a serem uti-
lizadas, os tamanhos amostrais e o nimero de replicacoes realizadas. Foram simuladas
variaveis de 10 distribuicoes diferentes. A Tabela [2| apresenta estas distribuicoes e seus
parametros, que foram escolhidos de modo a gerar curvas muito parecidas com as curvas

de distribui¢oes normais, ou totalmente diferentes.

Distribuigao Parametros Simetria da curva
Normal (u=0,0%=1) Simétrica
Normal (n=2,0%=0,5) Simétrica
Normal (n=3,0%=2) Simétrica

T-student v =10) Simétrica
Gama (=10, 5 =1/3) Simétrica
Gama (=5, 5=5) Assimétrica
Beta (=2,6=1) Assimétrica
Beta (=2, 5=2) Simétrica

Cauchy (v=106=1) Assimétrica

Tabela 2: Distribuicoes com parametros e simetria da curva utilizadas neste estudo

Para cada distribuicao citada acima, vamos considerar 5 tamanhos de amostras dis-

tintos, sendo 10, 30, 100, 1000 e 5000.

Para cada distribuicao, tamanho amostral e teste de normalidade, 1000 replicagoes
foram feitas e os p-valores armazenados. A eficiéncia foi analisada através do percentual
de vezes que o teste tomou a decisao correta, ou seja, para cada replicacao verificou-se
se o teste rejeitou a normalidade para os casos em que nao era normal e aceitou para os

casos em que as distribui¢oes eram normais. O nivel de significancia utilizado foi de 0,05.

3.3 Resultados

Alguns resultados ja esperados se confirmaram, como por exemplo, para os casos das
distribuicoes nao normais com tamanho de amostras pequenas a assertividade de todos
os testes foi baixa, e as distribuicoes assimétricas, que possuem curvas muito diferentes
da normal, foram as que obtiveram maior taxa de acerto, visto que fica mais facil para os

testes identificar que a curva nao é uma normal.
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3.3.1 Resultados para a distribui¢cao normal

Independente do tipo de normal escolhida, a taxa de acerto dos testes é sempre
a mesma. Diferentes normais foram utilizadas para analisar se os valores de média e
variancia influenciam no resultado do teste. Logo, os resultados indicam que os testes nao
sao influenciados por estas variaveis, e por este motivo apenas uma das normais utilizadas

no estudo é apresentada nas Figuras [f] e [6]

Para as distribui¢oes normais, o teste Shapiro Wilk mostrou-se mais apropriado em
casos de amostras muito pequenas, de apenas 10 elementos. Para amostras de tamanho 30
e 100, o teste Lilliefors, apresentou melhor desempenho e para amostras grandes, de 1000
e 5000, o teste Jarque Bera Robusto foi o melhor nesta simulacao. E possivel verificar
estes resultados na Figura |5, ela apresenta as taxas de acerto de cada teste, para cada

tamanho de amostra, considerando os resultados encontrados para a distribui¢ao normal.

100 - SW
- sF
LF

= CYVM
a8

= AD
JBR

96
=

92

a0
10 30 100 1000 5000

Figura 5: Comparacao do resultado da distribuicao Normal para os diferentes testes de
normalidade

A Tabela[3|apresenta os resultados obtidos da sensibilidade para cada teste e tamanho
amostral. Observe que existe pouca diferenca entre os resultados dos testes para os casos
de amostras pequenas, a taxa de acerto varia entre 95,2% e 95,9%. Logo, qualquer um dos
testes apresentaria um resultado com um nivel de confianca superior a 95%. Conforme
os tamanhos de amostras vao crescendo estes testes vao apresentando maiores diferencas
entre os resultados encontrados, observe que para amostras de tamanho 30 apenas o

Lilliefors conseguiu obter este nivel de confianga.
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Tabela 3: Taxa de acerto para a sensibilidade dos testes

Testes | N | Normal (0,1) | Normal (2,1/2) | Normal (3,2)
10 95,9 95,9 95,9
30 04,2 94,2 94,2
SW | 100 94 94 94
1000 94,7 94,7 94,7
5000 95.4 95.4 95.4
10 05,2 95,2 95,2
30 94 94 94
SFE 100 93,2 93,2 93,2
1000 94,3 94,3 94,3
5000 94 94 94
10 95,7 95,7 95,7
30 95 95 95
LF 100 95,6 95,6 95,6
1000 04,2 94,2 94,2
5000 95,3 95,3 95,3
10 05,7 05,7 95,7
30 94,5 94,5 94,5
CVM | 100 95,1 95,1 95,1
1000 93,6 93,6 93,6
5000 94,5 94,5 94,5
10 95,6 95,6 95,6
30 93,8 93,8 93.8
AD | 100 04,7 04,7 04,7
1000 94,5 94,5 94,5
5000 94 94 94
10 95,2 95,2 95,2
30 92,6 92,6 92,6
JBR | 100 93,5 93,5 93,5
1000 95,3 95,3 95,3
5000 95,9 95,9 95.9

3.3.2 Resultados para as distribuigcoes nao normais

27

Para tamanhos de amostras pequenos, as distribuicoes nao normais apresentaram

baixo desempenho em todos os testes.

Para as distribuigoes gama e a qui-quadrada,

o teste Shapiro-Francia apresenta o melhor desempenho, para as distribuicoes betas o

Shapiro-Wilk possui as melhores taxas e para a T-Student e a Cauchy o Jarque-Bera

Robusto é o melhor.

Entretanto, todas essas taxas sao inferiores a 70%, conforme a

Tabela [d], e por este motivo, nao é recomendado apenas o uso destes testes para verificar

a normalidade. Nestes casos, recomenda-se o uso de métodos graficos para a avaliacao se

a distribui¢do é uma normal. Em |[Razali e Wah (2011)), o resultado obtido se assemelha
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Tabela 4: Taxa de acerto para a especificidade dos testes
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Testes | N | T- Gama Gama Beta Beta Qui- Cauchy
student (10,1/3) (5,5) (2,1) (2,2) quadrado | (1,1)
(10) (4)
10 57 7.9 118 45 11,9 21,4 63,7
30 12,1 20 35,8 6,9 52,8 73,8 96,4
SW 100 22,8 60,3 89,3 449 99,7 100 100
1000 90,1 100 100 100 100 100 100
5000 100 100 100 100 100 100 100
10 6,9 9 123 31 9.6 22.3 68,4
30 15,7 20,3 33,3 2,2 38,5 69,6 97,2
SF 100 28 57,2 86,8 19 98,9 99,9 100
1000 92,2 100 100 100 100 100 100
5000 100 100 100 100 100 100 100
10 6,4 5,7 7,7 3,8 9,3 14,7 62,3
30 8,1 12,5 22 5,4 25,6 44,7 94,7
LF 100 11,7 32,3 59,4 13,5 79,3 95,7 100
1000 50,9 100 100 100 100 100 100
5000 100 100 100 100 100 100 100
10 6,1 6,7 10,3 4 10,1 17,1 66,5
30 10,4 14,4 26,4 7.3 36,4 58,4 96,7
CVM | 100 14,9 42,6 75 22,5 92,9 99 100
1000 71,6 100 100 100 100 100 100
5000 100 100 100 100 100 100 100
10 5.8 71 10,9 4.6 10,7 195 65,7
30 11,4 16,2 30,5 7.2 43 64,2 96,5
AD 100 16 47,6 80,9 28,1 98 99,5 100
1000 78 100 100 100 100 100 100
5000 100 100 100 100 100 100 100
10 8,5 7,9 10,9 1,8 5,9 17,8 68,8
30 18,2 20,6 29,5 0 89 54,4 97,9
JBR | 100 33,2 49,2 77,3 0 77,3 98,6 100
1000 93,8 100 100 100 100 100 100
5000 100 100 100 100 100 100 100

ao encontrado neste estudo.

O uso de recursos graficos para decidir se uma distribuicao é normal possuem a desvan-
tagem de serem subjetivos, pois dependem da interpretacao visual de quem esta realizando
a analise. Entretanto, para os casos em que as amostras sao muito pequenas, ou ainda
em conjunto com os resultados obtidos através dos testes de normalidade, esta pode ser
uma poderosa ferramenta para garantir que a decisao tomada esta correta. Os resulta-
dos encontrados neste trabalho convergem com o trabalho de [Torman, Coster e Riboldi
(2012), em que também recomenda-se o uso de de procedimentos ndo paramétricos para

o caso de amostras pequenas.

Alguns exemplos de graficos que podem ser utilizados para esta analise sao o histo-
grama e o quantil-quantil plot, ou simplesmente Q-Q plot. O histograma é um método

para verificacao do formato da distribuicao de uma variavel continua, em que busca-se
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verificar se a forma de sino da distribuicao Normal estd presente. Ja o Q-Q plot busca
comparar os valores dos quantis observados e esperados, caso a variavel tenha distribuicao
Normal, existira uma boa aderéncia dos valores observados com os esperados, ou seja, es-
ses valores encontrados serao muito proximos e o grafico serda aproximadamente uma reta

crescente na diagonal.

100 7 == normal (0,1} 100 == normal (0,1)
w= T-student (10) w= T-student(10)
Gama (10,1/3) Gama (10,1/3)
75 - Gama (5,5) s - Gama (5,5)
- Beta (2,2) - Beta(22)
— Beta (2,1) ~ Beta (21)
50 a 50
ui-quadrado (4) Qui-guadrado (4)
Cauchy(1,1) Cauchy (1,1)
25 25
0 o
10 30 100 1000 5000 10 30 100 1000 5000
Tamanho amastral Tamanhao amostral
(a) Shapiro-Wilk (b) Shapiro-Francia
100 == normal (0,1} 100 == normal (0,1)
w= T-student (10) w= T-student(10)
Gama (10,1/3) Gama (10,1/3)
75 = Gama (5,5) I = Gama (5,5)
- Befa (2,2) - Beta(22)
— Befa(2,1) ~ Befa(21)
50 50
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75 = Gama (5,5) I = Gama (5,5)
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Figura 6: Comparagoes das taxas de acertos das distribui¢oes para cada um dos testes

Para amostras de tamanho 30, os testes comecam a melhorar sua assertividade nos
casos em que as distribui¢coes nao sao normais, porém ainda com taxa de acerto muito
baixa para algumas distribui¢ées, como por exemplo, a Beta (2,1) e a T-Student (10).
Estas sao distribuicoes que possuem uma curva muito similar a normal, por este motivo

é preciso possuir amostras maiores, para que os testes possam ser mais precisos. A tnica
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distribuicao nao normal que apresenta uma taxa de acerto superior a 90% para este
tamanho de amostra é a Cauchy, sendo o teste Jarque Bera Robusto o que possui o melhor
desempenho, a Figura [f] explicita esses resultados. Observe que esta Figura mostra os

resultados de cada teste, para cada tamanho de amostra escolhido para este estudo.

Para amostras de tamanho 100, em que as distribui¢coes nao sao normais, o Shapiro
Wilk é o mais eficiente, exceto pela T-student, para esta distribuicao recomenda-se o teste

Shapiro Francia.

Para amostras de 1000 e 5000 o teste Jarque Bera Robusto apresentou o melhor
resultado para todas as distribuicées. Mantendo a taxa de acerto superior a 95% para as
distribuicoes normais e de 100% para as distribuicoes nao normais. Os resultados aqui
encontrados corroboram com |Bayoud| (2019)), que recomenda o teste Jarque Bera Robusto

no caso de amostras simétricas.

O teste Jarque Bera Robusto foi o que apresentou melhor desempenho para alguns
casos em que a distribuicao ¢ muito similar a normal, como por exemplo, para a T-
student e a Cauchy, este teste apresentou as maiores taxas para todos os tamanhos de
amostra. Logo, este teste pode ser considerado a melhor escolha, ao lidar com distribuigoes
simétricas muito parecidas com a normal, principalmente para as distribui¢oes T-Student

e Cauchy.

Para as distribuigoes assimétricas Gama (5,5), Beta (2,1) e Qui-quadrada (4) o teste
Shapiro Wilk é o que apresenta os melhores resultados. [Yap e Sim| (2011, o teste Shapiro
Wilk é o mais indicado para distribuiges assimétricas. [Bayoud (2019), também reco-
menda o uso deste teste para distribuicoes assimétricas, no caso de amostras grandes. O

teste recomendado para amostras pequenas e moderadas, nao foi utilizado neste estudo.
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4 Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi verificar dentre os testes de normalidade escolhidos quais
sao mais eficientes para os diferentes tamanhos de amostras e distribuicoes selecionadas.
Esta pesquisa pode auxiliar pesquisadores na decisao de qual teste de normalidade utilizar

em futuros estudos.

Para realizar a simulacao foram definidas as distribui¢oes a serem utilizadas, os ta-
manhos amostrais e o niimero de replicagoes a serem feitas. Foram simuladas varidveis de
10 distribuigoes diferentes, para 5 tamanhos amostrais distintos. Para cada distribuicao e
tamanho de amostra, foram realizadas 1000 replicacoes e o nivel de significancia utilizado
foi de 0,05. A eficiéncia foi analisada através do percentual de vezes que a decisao correta

foi tomada.

Os resultados encontrados indicam que para as distribuigoes normais os testes Shapiro-
Wilk, Lilliefors e Jarque-Bera Robusto apresentaram os melhores desempenhos, o primeiro
para amostras de tamanho 10, o segundo para as amostras de tamanho 30 e 100 e o ultimo

teste citado para as amostras de tamanho 1000 e 5000.

Para as distribuicoes que nao sao normais, nenhum teste apresentou um resultado
aceitavel para amostras pequenas, todos os testes obtiveram taxas de acerto inferiores a
70%. Logo, recomenda-se o uso de recursos nao paramétricos. J4 para amostras grandes

o teste que apresentou o melhor desempenho foi o Jarque-Bera Robusto.

Dentre as dificuldades encontradas destacam-se a grande quantidade de testes, tama-
nhos de amostras e distribui¢oes possiveis, nao sendo possivel testar todos. Além disso,
vale ressaltar as limitagoes dos softwares disponiveis para estas analises, no caso do R,
software escolhido para realizar esta simulacao, os testes possuem um limite de tamanho

de amostra.
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ANEXO 1 - Tabela para o valor-p do teste

Lilliefors

Em Dallal ¢ Wilkinson| (1986)) é possivel encontrar mais detalhes sobre como esta

tabela foi construida.

Table 2. The Analytic Approximation and Lilliefors’'s Simulation
Compared With the Dalia/l-Wilkinson Simulation

Nominal level
100 050 010
Sample
size L Dw L Dw L Dw

4 089 110 044 030 008 m7
5 112 107 061 055 007 010
& 110 107 057 050 013 010
7 114 104 .058 050 011 009
8
g
10

114 103 056 050 01 009
A12 104 056 050 013 010
108 103 058 050 015 009

11 106 104 056 051 014 010
12 100 105 051 051 013 010
13 104 102 050 .050 012 010
14 104 102 049 051 01 010
15 103 105 049 051 008 010
16 103 105 050 .051 009 010
17 106 104 .053 051 .008 010
18 A07 104 055 050 .008 010
19 109 102 055 051 007 010
20 113 105 056 052 007 010
25 077 103 036 052 .009 010
30 113 102 046 051 009 010
40 102 097 047 050 .009 010
100 113 054 .053 049 011 010
400 123 104 059 050 012 011
900 130 093 081 .054 014 011

NOTE: L represants the actual significanca levals of Liliefors's critical veluas. DV represants
the anmlytic approximation for percentiles in Table 1.



ANEXO 2 - Tabela da distribuicao

acumulada da normal padrao
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Anexo B - Tabela da distribuicao acumulada da normal padrdo

Tabela da distribui¢do acumulada da normal padréo

p=PZ<2) .

Casa inteira 2a. casa decimal

e la.decimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,5000 0,5040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359
0,1 05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 05753
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 06368 0,6406 0,6443 06480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,700 06736 0,6772 0,6808 06844 0,6879
05 06915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 07642 07673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
08 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
09 08159 08186 08212 10,8238 08264 08289 0,8315 10,8340 0,8365 0,8389
1,0 08413 08438 08461 08485 08508 0,8531 0,8554 0,8577 10,8599 0,8621
11 0,8643 0,8665 0,8686 08708 08729 08749 10,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 10,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
13 0,9032 10,9049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 09192 0,9207 0,9222 09236 09251 09265 0,9279 0,9292 09306 09319
1,5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 0,9441
1,6 09452 09463 09474 09484 09495 09505 0,9515 0,9525 09535 0,9545
1,7 09554 09564 09573 09582 09591 09599 0,9608 0,9616 09625 0,9633
1,8 09641 09649 09656 09664 09671 09678 0,9686 0,9693 09699 0,9706
1,9 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
2,0 09772 09778 09783 09788 09793 09798 0,9803 0,9808 09812 0,9817
21 09821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 0,9850 09854 0,9857
2,2 09861 09864 09868 09871 09875 09878 0,9881 09884 09887 0,9890
23 09893 09896 09898 09901 09904 09906 0,9909 09911 09913 09916
2,4 09918 0,9920 09922 09925 09927 09929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
25 0,9938 09940 09941 09943 09945 09946 09948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 10,9955 0,9956 09957 09959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 09968 09969 09970 09971 09972 09973 0,9974
2,8 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 0,9979 0,9980 0,9981
29 0,9981 10,9982 0,9982 09983 09984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 10,9987 0,9987 09988 09988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
31 0,9990 0,9991 0,9991 09991 09992 09992 0,9992 0,9992 09993 0,9993
3.2 0,9993 10,9993 0,9994 09994 09994 09994 0,9994 0,9995 09995 0,9995
33 0,9995 0,9995 0,9995 09996 09996 09996 0,9996 0,9996 09996 0,9997
3.4 0,9997 10,9997 09997 09997 09997 09997 0,9997 0,9997 09997 0,9998
35 0,9998 0,9998 0,9998 10,9998 09998 09998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 0,9998 0,9998 0,9999 09999 09999 09999 0,9999 0,9999 09999 0,9999
37 0,9999 10,9999 0,9999 09999 09999 09999 0,9999 0,9999 09999 0,9999
3.8 0,9999 10,9999 0,9999 09999 09999 09999 0,9999 0,9999 09999 0,9999
39 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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