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Resumo

Neste texto, é exposto como € possivel definir rigorosamente a distribui¢cao uniforme no
intervalo unitario. Para isto, definimos conceitos e demonstramos propriedades de medida.
Infelizmente, a o-algebra usada na definigao nao é a o-algebra de todos os subconjuntos
do intervalo real [0, 1). Um dos exemplos apresentados indica impossibilidade de usar esta
o-algebra na definicao.

Palavras-chave: Probabilidade. Distribuicao uniforme. Teoria da medida. Paradoxo de
Banach-Tarski.
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Introducao

Na introducao ao estudo de Probabilidade, somos apresentados a distribui¢oes proba-
bilisticas, que descrevem comportamentos de variaveis aleatorias. Quando essa introducao
ocorre, o foco estd em questoes mais praticas do que tedricas, e muitos conceitos sao ou
simplificados ou ignorados. Por exemplo, a ideia mais formal e embasada matematica-
mente de distribuicao é omitida. Isso se deve, entre outros motivos, ao requisito tedrico
envolvido com o tratamento rigoroso de distribuicoes, que ¢ incompativel com o conhe-
cimento que um aluno de graduacao de Estatistica possui quando realiza um curso in-
trodutério em Probabilidade. O objetivo deste texto é dar um passo adiante e definir
rigorosamente uma distribui¢do importante: a Distribui¢do Uniforme no intervalo [0, 1),

também chamada de Uniforme Padrao.

Dado um intervalo real I C R do tipo [a, ], (a,b), [a,b) ou (a,b], o seu comprimento
serd a diferenga entre seus extremos, denotado ¢(/) = b—a. O comprimento é um exemplo
de uma fung¢ao que associa um nimero real estendido a cada conjunto em alguma cole¢ao
de conjuntos. No caso do comprimento, o dominio é a colecao de todos os intervalos
(ROYDEN, 1988). Gostarfamos de estender a nogao de comprimento para conjuntos
mais complicados que intervalos. Iremos construir uma funcao m que associa a cada F
em uma colecao 9 de conjuntos de niimeros reais um nimero real estendido nao-negativo
m(FE), chamado de medida de E. E de nosso interesse obter uma funcido m com algumas

propriedades. Sao elas:

1. a medida esta definida para todos os subconjuntos dos reais;
2. para um intervalo real, a sua medida é o seu comprimento;

3. a medida de uma uniao enumeravel de conjuntos mutuamente disjuntos é a soma

das medidas desses conjuntos; e

4. a medida é invariante por translacao, isto é, se F/ é um conjunto para qual a medida
é definida e F 4+ y é o conjunto {z +y : © € E}, entdo a medida é definida para
E + y e a sua medida é igual a medida de F.
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Neste trabalho, vamos construir m com as propriedades 2 a 4. Infelizmente, como
veremos na Proposicao 3.1, m nao possuira a propriedade 1. Na verdade, nao existe
fungao desse tipo que satisfaca as quatro propriedades (veja Royden (1988), pagina 54).
As propriedades 2 a 4 serao demonstradas, respectivamente, na Proposicao 1.1, na Pro-

posicao 2.2, e no Corolério 1.3 e na Proposicao 2.4.

As demonstragoes aqui presentes possuem mais detalhes do que seria comumente
encontrado em um livro sobre o assunto (como Royden (1988)) ou em outros projetos de
conclusao. O nivel de detalhe deste texto se deve a tentativa de apresentar o tépico a
partir de um ponto de vista de descoberta, o que significa também tentar verificar cada
passo das demonstracoes. Além disso, é importante garantir que o leitor pode acompanhar
esse processo apenas pela leitura, sem precisar preencher lacunas usando papel e lapis,

como é comum em textos da area.

Como exemplo de detalhamento maior, a Proposi¢ao 1.1 possui uma demonstracao
longa tanto neste texto quanto no livro de Royden. No entanto, o comentario sobre por
que a sequéncia de intervalos usada no passo 1 da demonstracao é uma sequéncia finita
nao ¢ mencionado por Royden. Isto é, assume-se que o leitor vai verificar esse fato por
si 6. Mas neste texto, uma parte importante da demonstragao é justamente demonstrar
que a sequéncia € finita. Neste texto, o termo “sequéncia” serd usado para se referir tanto

ao caso finito quanto ao caso infinito.

O Capitulo 1 tratara dos conceitos iniciais de medida. Nele encontraremos as ideias de
medida exterior e suas propriedades. No Capitulo 2, veremos a medida de Lebesgue, men-
surabilidade e conjuntos de Borel. Também sera definida a distribuicao uniforme no inter-
valo [0,1). O Capitulo 3 apresentard um exemplo de conjunto ndo-mensuravel, e o Para-
doxo de Banach-Tarski serd enunciado para fornecer um exemplo de nao-mensurabilidade
na dimensao 3 (veja Tomkowicz e Wagon (2016), paginas 17 e 30). Os Apéndices tratarao
de teoremas, defini¢oes e proposicoes que foram omitidos do texto principal por serem
somente tangentes ao tépico principal. Nele se encontrarao algumas nocgoes de Anélise
Real, bem como algumas propriedades de conjuntos e as defini¢oes de dlgebra e o-algebra.
E importante comentar que, durante o texto principal, quando falarmos de algebras, es-
taremos nos referindo a algebras em R, a nao ser que seja especificado o contrario. O

mesmo valera para o-algebras.



1 Medida Exterior

O objetivo deste capitulo é introduzir nogoes iniciais de medida, com o foco na de-

finicao e nas propriedades da medida exterior de Lebesgue.

Denotamos por P(X) o conjunto cujos elementos sao todos os subconjuntos de um

conjunto X. Neste texto, estaremos interessados no conjunto R.

Definicao 1.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma medida € uma funcao m : of —

[0, +00], sendo of C P(X), & € o/, com as sequintes propriedades:

2. se A€ o e existe uma sequéncia (A,)n>1 de conjuntos mutuamente disjuntos per-
tencentes a < tais que A =J,_, A,, entao m(A) => " m(A,).

Definicao 1.2. Seja A C R e considere as colegoes enumerdveis {I,}n,>1 de interva-
los abertos tais que essas colegoes sao coberturas abertas de A (como anunciado na De-
fini¢ao B.3). Para cada colegao, considere a soma dos comprimentos dos seus intervalos.

A medida exterior de Lebesque m*(A) € o infimo dessas somas. Em notagao, temos

m*(A) :inf{ZE(]n):AC Uzn}. (1.1)

n>1 n>1

Como o comprimento de um intervalo é sempre positivo, a soma de comprimentos dos

intervalos terd o mesmo valor independente da ordem dos termos, entao a soma é bem

definida.

A definigao de medida exterior possui algumas consequéncias importantes. Uma delas
é que
m*(2) = 0. (1.2)

Outra é que se temos dois conjuntos A e B tais que A C B, entao

m*(A) < m*(B). (1.3)
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A proposicao a seguir é fundamental.

Proposicao 1.1. A medida exterior de um intervalo I C R € seu comprimento. Isto €,

para qualquer intervalo I C R da forma [a,b], (a,b), [a,b) ou (a,b], temos

m*(I)=b—a. (1.4)
Demonstracao. A prova sera separada em passos.

Passo 1. Considere o intervalo real fechado [a,b]. Dado £ > 0, temos que [a,b] C (a —
e,b+¢e),ella—e,b+e)=b—a+ 2. Como isso é verdade para todo € > 0, segue

que o infimo dos comprimentos de intervalos desse tipo é b — a, e portanto

m*([a,b]) <b—a. (1.5)

Logo, basta garantir que, se {/,, },>1 ¢ uma colegdo enumeravel de intervalos abertos

que é cobertura aberta de [a, b], entao

> Ul =b—a. (1.6)

n>1

Pelo Teorema B.1 (veja apéndice), toda colecao de intervalos abertos que é cober-
tura aberta de [a, b] possui uma subcolegao finita que ainda é cobertura aberta do
intervalo, e como a soma de comprimentos dos intervalos de uma subcolecao finita
nao ¢ maior que a soma de comprimentos dos intervalos da cole¢ao original, basta
provar a Desigualdade (1.6) para cole¢oes {1, }nea, com A C N finito, que sao cober-

turas abertas de [a,b]. Como a € |, -, I, segue que a pertence a algum intervalo

neA
da colegao. Chamemos esse intervalo de (ay,b1). Entao,

a; < a < by. (17)

Se by < b, temos que by € [a,b], e como by & (ay,by), existe um intervalo (ag, by) da

colecao {1, }nea tal que by € (az,bs), entao
ay < by < bz.

Continuando esse processo, teremos uma sequéncia <(ai>bi))ie 5 de intervalos da
cole¢ao {I,}neca tais que

a; < b1 < bi, 1€ B, (18)
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onde B=Nou B ={1,2,...,k} para algum k € N. Temos que
a<b <by<---<b_;<b<---<hbh

Sejam 4,7 € B, e suponha sem perda de generalidade que ¢ > j. Entao, b; > b;.
Logo, existe = € R tal que b; <z < b; e x > a;. Entdo, « € (a;,b;) mas = & (a;, b;).
Segue que (a;,b;) # (a;,b;), com ¢ # j. Portanto, os intervalos da sequéncia sao

distintos.

Além disso, como os intervalos sdo distintos e {I,}n,c4 é uma colecao finita de

intervalos, entao a sequéncia de intervalos ((ai, b,)) ¢ também finita. Ou seja,

i€B
temos B = {1,2,...,k}, para algum k € N. Mas isso implica que b € (ag, bg), isto
é,

ap < b < bk. (19)

Entao,

S UL) =D e((ai b)) = (b — ax) + (beet — ag—1) + .. + (b — ax)

neA

= bk — (ak — bk—l) — (ak_l — bk_g) — . — (ag — bl) —a; > bk —aq,

uma vez que de (1.8) temos a; < b;_1,7=1,2,..., k. Mas de (1.9) temos que b, > b,
e de (1.7) segue que a; < a e portanto by — ay > b —a. Logo, > ., ((I,) > b—a.

Concluimos que
m*([a,b]) = b — a. (1.10)

Passo 2. Considere um intervalo I C R da forma (a,b), (a,b] ou [a,b), com a,b € R.
Entao, dado ¢ > 0, existe um intervalo fechado J C I tal que ¢(I) —e < £(J). Segue

que

oI —e < 0() "2 e ()

- (110) _

m* (1) =" (1) = £(I),

onde I denota o intervalo [a, b]. Portanto, para todo ¢ > 0, temos £(I)—c < m*(I) <

-
IN &
&

0(I), e logo segue que m*(1) = ¢(1).

Passo 3. Considere um intervalo real infinito I qualquer. Temos que, para todo ¢ > 0,

existe intervalo fechado J C I tal que ¢(J) = c. Logo,

(1.10)

m*(J) ((J) =c.

Como m*(I) > ¢ para todo ¢ > 0, segue que m*(I) = +o0 = {(1).
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O
Coroléario 1.1. Seja A ={a}, com a € R. Entao, m*(A) = 0.
Demonstrag¢ao. Dado € > 0, temos que A C (a —¢/2,a + £/2). Logo,
m*(A) < m*((a—¢/2,a+¢/2)) = 2(¢/2) =e.
Como isso é verdade para todo € > 0, segue que
m*(A) = 0. (1.11)
0

A seguinte proposicao apresenta mais um resultado da definicao de medida exterior.

Proposicao 1.2. Seja {A,}n>1 uma cole¢ao enumerdvel de conjuntos reais. Entao,

m* ( U An> <> mr(Ay). (1.12)

n>1 n>1

Dizemos, nesse caso, que m* € enumeravelmente subaditiva.

Demonstracao. Se um dos elementos A, da colecao possuir medida exterior infinita, a
desigualdade é trivial. Portanto suponha que m*(A4,) < oo para todo elemento da colegao.
Entao, dado ¢ > 0, para qualquer A, da colecao, existe uma colecdo enumeravel de

intervalos abertos {I;,,}i>1 tal que A, C U~ Lin ©

D U(Iin) < m*(Ay) +/2. (1.13)
i>1
Entao a colegao {I;,}is1n>1 = Un21 ({Ii,n}iz1) ¢ enumerdvel, pois é a unido enumeravel

de colegoes enumeraveis, e é cobertura aberta de Un21 A,. Logo,

m*( U An> < > Uy

n>1 i>1n>1

=3 UL,)

n>1 i>1

(123) Z(m*(An) + 8/2”)

n>1

<> mi(A) +e.

n>1

Como a desigualdade vale para todo € > 0, segue (1.12). O
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Da proposi¢ao anterior seguem quatro corolarios.

Corolério 1.2. Se A C R € enumerdvel, entao m*(A) = 0.

Demonstracao. Seja a sequéncia (x,),ep uma enumeracao de A, com B C N, onde z; é o
i-ésimo elemento, e seja {A,},>1 uma colegdo enumeravel com A; = {z;}. Temos entao
que A=, A,. Como cada A, s6 possui um elemento, segue de (1.11) que sua medida

é zero, e portanto
(1.12)
m*(A)zm*(UAn) < Zm*(An) = 0. O
n>1 n>1

Corolario 1.3. A medida exterior € invariante por translacao. Isto €, para todo y € R e
todo E C R, temos que
m*(E) =m"(E +y). (1.14)

Demonstragao. Seja E um subconjunto dos reais e y € R. Se {[,},>1 é uma colegao

enumeravel de intervalos abertos tais que £ C |J,,»; I, entao

E+yCLﬂh+yL

n>1
e logo
m*(E+y) <Y I, +y) = (L.
n>1 n>1
Segue que
m* (£ +y) <m(E). (1.15)

Mas como a desigualdade acima vale para quaisquer £ C R e y € R, em particular

podemos considerar o conjunto £ + y e, ao invés de y, considerar —y. Segue que

(1.15)
m*(E+y) > m*(E+y)+(-y) =m*(E).

Logo, m*(E +y) = m*(E). O

Coroléario 1.4. O conjunto [0,1) € nao-enumerdvel.

Demonstracao. Ja que m*([O,l)) = 1, pela Proposigao 1.1, entao [0,1) nao pode ser

enumeravel, como consequéncia do Corolario 1.2. O

Corolario 1.5. Sejam A e B subconjuntos de R. Entao,

m* (AU B) <m*(A) +m*(B). (1.16)



1 Medida Exterior 13

Demonstracao. O corolario é simplesmente um caso particular da Proposi¢ao 1.2 quando

n=2. L]
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2 Mensurabilidade

A definicdo de medida exterior e suas propriedades demonstradas no Capitulo 1 sdo
importantes para a definicao de mensurabilidade. Este capitulo ird desenvolver essa nocao,

e terminard com a definigao da Distribuigao Uniforme no intervalo unitério.

Definicao 2.1. Um conjunto E C R ¢é dito mensurdvel quando para todo conjunto A C R

temos que

m*(A) = m* (AN E) +m*(An E°). (2.1)

E facil notar que se um conjunto é mensuravel, seu complemento também é men-

suravel, ja que

m (AN E®) +m* (AN (E)°) =m (AN E°) + m"(ANE). (2.2)

Repare ainda que A = (AN E) U (AN E°). Entao, para quaisquer subconjuntos A e
E de R, segue que

(1.16)

m*(A) = m*([A NEJU[AN EC]) < m*(ANE)+m* (AN E°). (2.3)
Este fato motiva a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1. Seja E C R. Entao, E € mensurdvel se, e somente se, para todo A C R,
m*(A) > m" (AN E)+m" (AN E°). (2.4)

Demonstracao. Primeiramente, seja E mensuravel. Entao, por definicao, para todo
A C R, temos que
m*(A) =m*(ANE)+m" (AN E°),

de onde (2.4) segue.

Agora, suponha que (2.4) é verdadeira para todo A C R. Como (2.3) é verdade para
todo ' C R, segue (2.1), e entdo E é mensuravel. O
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Apoés definir o que é um conjunto mensuravel, podemos pensar em uma familia de
conjuntos mensuraveis do intervalo R. Denotaremos por 91 a familia de conjuntos reais
mensuraveis. Nosso interesse agora se volta para entender a estrutura dessa familia.
Primeiro provaremos que 9t é uma algebra (como enunciado na Definicdo A.1), e para

isso precisaremos dos seguintes resultados.

Lema 2.1. Se m*(E) = 0, entao E ¢ mensurdvel.

Demonstracao. Seja A C R. Entao, ANE C E e

(13)
m*(ANE) < m*"(E)=0. (2.5)
Além disso, A D AN E°, e logo
(25

(1.3)
m*(4) > m*(ANE) E m (AN EY) + m* (AN E).
Entao da Proposicao 2.1 segue que o conjunto E é mensuravel. O

Lema 2.2. Se F, e Ey sao mensurdveis, entao E1 U Ey € mensurdvel.

Demonstracao. Seja A C R. Como FE5 é mensuravel, entao
m (AN ES) % m* (AN ES N By) + m* (AN BN EY), (2.6)

e como AN (EyUEy) =[ANEJU[AN EyN ES], como demonstrado na Proposigao C.1,

(1.16)

m (AN[ELUEy)]) < m"(ANEy)+m* (AN E,NEY).
Entao,

m*(AN[EL U Eo]) + m*(AN[Ef N E))
<m*(ANE) +m* (AN Ey N EY) + m* (AN [E5 N EY))

29) m*(ANE)) +m*(AN EY)

pois £y é mensuravel. Da desigualdade acima, lembrando que E{U E§ = (Ey N E)¢, e da
Proposigao 2.1, segue que E; U Ey é mensuravel. [

Agora podemos provar o teorema a seguir.

Teorema 2.1. A familia N é uma dlgebra.
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Demonstracao. Primeiramente, note que pelo Lema 2.1, o conjunto vazio pertence a 901,

(1.2)
) =

pois m*(& 0. E pelo Lema 2.2, sabemos que a familia de conjuntos mensuraveis é

fechada em uniao finita, isto é, que se Ay, Ay, ..., A, € 9N, entao

n
JAaiem
i=1
Portanto, resta mostrar que M é fechado em complemento, isto é, que se £ € N,
entdo E¢ € M, o que é verdade, como foi observado em (2.2). Segue que M é uma

algebra. O]

Tendo provado que a familia de conjuntos mensuraveis é uma algebra, basta demons-
trarmos que uma unido enumeravel de conjuntos mensuraveis é também mensuravel (ou
seja, que M é fechado em unido enumerdvel) para podermos afirmar que M é uma o-

algebra (como enunciado na Definigao A.2). Para isso, precisaremos do lema a seguir.

Lema 2.3. Seja A C R e seja (Ey,)n>1 uma sequéncia de conjuntos mutuamente disjuntos
e mensurdveis. Entao,
m (AN [U

=1

&Dgzmwm&y

Demonstracao. O lema sera demonstrado por inducao. A afirmativa é claramente verda-
deira para n = 1, uma vez que

nmAmuJ&D:nﬂAmEQZEZmWAmEy

=1

Agora, suponha que a afirmacao é verdadeira quando tivermos n — 1 conjuntos mu-

tuamente disjuntos e mensuraveis, ou seja,

n—1

7ﬁmmujgn:2yﬁmmay (2.7)

i=1
Como os FE; sao mutuamente disjuntos, a Proposigao C.2 é vélida, o que implica que (C.2)
e (C.3) sao validos.
Intersectando ambos os lados da Equagao (C.2) com A, obtemos

AMQUEMM%:AHEV (2.8)

=1
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Além disso, intersectando ambos os lados de (C.3) com A, temos

n

An(JE)nE;=An (D E). (2.9)

i=1
Como E,, é mensuravel, temos que

m (AN (U E))=m"(AN (U E)NE,) +m*(AN (U E;) N E°)

(2.8)£(2-9) m*(A N En) + m*(A N (U El))
=1

n—1
Do AnE)+ Y mi (AN E)

=1

=> m(ANE). O
i=1
Teorema 2.2. A familia 9N de conjuntos mensurdveis é uma o-dlgebra.

Demonstracao. Ja provamos que 991 é uma algebra de conjuntos, portanto s6 precisamos
mostrar que se um conjunto £ é uma uniao infinita e enumeravel de conjuntos men-
suraveis, ele também é mensuravel. Mas como 9 é uma &dlgebra, sabemos pela Proposicao
C.3 que existe uma sequéncia (F,),en de conjuntos mutuamente disjuntos e mensuraveis

tal que
E=JE. (2.10)
=1

Seja F,, = |J._, E;. Logo, como 9 é uma algebra, F, é mensurdvel. Além disso, como
F, C E, temos FS D E¢elogo ANFS D AN E° Segue que, dado um conjunto A
qualquer,
(2.1) (1.3)
m*(A) =" m*(ANE,)+m"(ANFS) > m"(ANF,) +m" (AN E°).
Mas pelo Lema 2.3, sabemos que
m*(ANE,) =m*(An (| JE]) =Y m"(AnE).
i=1 i=1

Temos entao que

2.1

m*(A) % (AN E,) + m* (AN F) > im*(A NE;) +m* (AN E°). (2.11)

i=1
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Temos
lim E m'(ANE;) = E m (AN E;)
n—oo
i1 i=1

(1;) m’ ( G(A N Ei))

=1

i=1

(2.10)

=" m"(AUE)

(2.12)

Como a Desigualdade (2.11) s6 depende de n no lado direito, podemos aplicar o limite

quando n tende a infinito, e, por (2.12), obtemos
m*(A) > m*(ANE)+m (AN E°).
Entao, de (2.4), segue que o conjunto £ é mensurével. O

Sabendo que a familia de conjuntos mensuraveis é uma o-algebra, voltamos nossa

atencao para os conjuntos de Borel. Primeiramente, iremos defini-los de duas formas.

Definicao 2.2. A colecao A de conjuntos de Borel € a menor o-dlgebra que contém todos

0s intervalos reais.

Da definicao acima, qualquer conjunto obtido através de operacoes de uniao enu-

meravel, intersecao enumeravel e complemento de intervalos ¢ um conjunto de Borel.

Definicao 2.3. A colecao # de conjuntos de Borel é a menor o-dlgebra que contém todos

0s intervalos do tipo (a,o0), com a € R.

A Proposicao A.2, demonstrada no apéndice, nos permite afirmar que as defini¢oes

acima sao equivalentes.

Uma caracteristica importante desse tipo de conjunto é a de mensurabilidade, isto é,

todo conjunto de Borel é mensuravel. Para provar isso, utilizaremos o lema a seguir.

Lema 2.4. Seja a € R. Logo, o intervalo (a,00) € mensurdvel.

Demonstracao. Para A C R, sejam A1 = AN (a,00) ¢ Ay = AN (a,00)¢ = AN (—0o0,al.
Vamos mostrar que m*(A) > m*(A;) + m*(Az). Dado € > 0, pela Definigao 1.2 existe

uma colegao enumerével {I,},>; de intervalos abertos tais que

Ac|JmL (2.13)

n>1
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m*(A)+e>> Ul

1"

Seja I, = I,,N (a,00) e I, = I, N (—o0,a]. Entdo, I, e I, sdo intervalos e

(1) = UI,) + U(L,) = m* () + m*(L,).

Intersectando cada lado de (2.13) com (a, 00), temos A; C {5, I, e entdo

(1.3) . (112) ,
miA) < m (L) < S m(L).

n>1 n>1
E intersectando cada lado de (2.13) com (—o0, al, temos Ay C |5, I, e entdo

(1.3) " (1.12) p
() < w1 = S m).

n>1 n>1

Somando os dois, temos

m(Ar) +m(Ag) <y m (L) + Y m*(1)

= (m"(I,) +m*(L,

n>1

Y

n>1

)

(2.14)
< m*(A) +e.

Ja a desigualdade vale para todo £ > 0, temos que
Entao, pela Inequacao (2.4), o conjunto (a, 00) é mensuravel.

Teorema 2.3. Todo conjunto de Borel é mensurdvel.
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(2.14)

(2.15)

Demonstra¢ao. Como, pelo Lema 2.4, 91 é uma o-dlgebra contendo intervalos da forma

(a,00), e, pela Definicao 2.3, a familia de todos os conjuntos de Borel % é a menor

o-algebra contendo intervalos dessa forma, segue que % C IN.

Podemos agora definir a medida de Lebesgue.

]

Defini¢ao 2.4. Seja ACR e A € M. A medida de Lebesque de A, denotado m(A), € a

medida exterior de A.
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A medida de Lebesgue é, portanto, a medida exterior restrita a familia de conjuntos
mensuraveis. Com essa restricao, podemos garantir duas propriedades que serao provadas

a seguir.

Proposicao 2.2. Seja (E;);>1 uma sequéncia de conjuntos mensurdveis. Entdo,

m(UEi) <> m(E). (2.16)

i>1 i>1

Se o0s conjuntos sao mutuamente disjuntos, entao

m(U E) => m(E). (2.17)

i>1 i>1

Demonstragao. Note que, pelo Teorema 2.2, ja que os E; sdo mensuraveis, entao | J,~, £;

também é mensuravel. Segue que

n(Ur)=n(Un) 'S o) = S

i>1 i>1 i>1 i>1

Se (E;);>1 é uma sequéncia finita de conjuntos mensuraveis e mutuamente disjuntos,

entao pelo Lema 2.3 temos que, considerando A = R,

m(OE) - gm(a). (2.18)

i>1

Agora considere uma sequéncia infinita (£;);>; de conjuntos mensuraveis e mutuamente

disjuntos. Entao, para qualquer n, temos

Ue>JE.
i=1 i=1
Logo, temos que
oo (1.3) n n
n(Us) = m(Ur) 23 me)
i=1 i=1 i=1
Mas como o lado esquerdo da desigualdade nao depende de n, segue que
m(UEZ-) > m(E)).
i=1 i=1
E pela Desigualdade (2.16), concluimos que m( ;2 E;) = Yoo, m(E;). O

Da Defini¢ao 1.1, da Equacao (1.2), do Lema 2.1, e da Proposicao 2.2, segue que a

medida de Lebesgue é de fato uma medida.
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A proposicao a seguir nao é necessaria para o objetivo deste texto. No entanto, foi
incluida por ser uma propriedade importante de uma medida e ter uma demonstracao que

¢ interessante e similar a outras demonstragoes deste capitulo.

Proposicao 2.3. Seja (E,)neny uma sequéncia decrescente de conjuntos mensurdveis, isto

¢, uma sequéncia tal que E, 11 C E, para todo n, e suponha que m*(Ey) € finita. Entdo,

m( ﬁ En) = lim m(E,).

n=1

Demonstragdo. Seja E = (., E,, ¢ seja F,, = E,, \ E,+1. Entao, E é mensurdvel e, pela

Proposicao C.4,
E/\E=|]F. (2.19)
n=1

Logo, os conjuntos F,, sao mutuamente disjuntos e mensuraveis. Entao,

mﬂﬁ\E%zm(Lﬂ%):§:mU%%:§:m@%\EHJ

Mas como E; D E, segue que £y, = EU (E; \ E) é uma unido de conjuntos mutuamente

disjuntos e mensuraveis e

m(Ey) = m(E)+m(E; \ E). (2.20)

Similarmente, E, 11 C E,, entao temos E, = E,1 U (E, \ E,11), e portanto
m(Ey) =m(Eni1) + m(Ey \ Epir). (2.21)

E como (E,)nen ¢ uma sequéncia decrescente, temos que m(E,) < m(E;) < oo para todo

n e logo
(2.20)

m(E\ E) 2 m(E,) — m(E) (2.22)

(2.21)

m(En \ Ens1) “2Y m(E,) — m(Eny). (2.23)
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Segue que
m(Ey) — m(B) = m(Ex \ E)
(2.17),(2.19) i
= m(En \ En+1)
n=1
(2.23) > (m(E,) = m(Bai))
n=1
= nll_)II;O(m(El) —m(E,)) =m(E;) — 7}1_)1{)10 m(E,).
Segue que m(E) = lim, oo m(Ey). O

Por fim, iremos demonstrar que mensurabilidade é invariante por translacao. Essa

proposicao sera utilizada no Capitulo 3.

Proposicao 2.4. Seja E € M e seja y € R. Entao, £+ y € M.

Demonstracdao. Seja A um conjunto qualquer. Entao,

Segue que E + y é mensurdvel. O]
Agora, iremos considerar a familia de conjuntos .%#, definida por
F={A:AecHBecAC0,1)}.

Demonstraremos que .% é uma o-algebra em [0, 1).

Proposicao 2.5. A familia de conjuntos . € uma o-dlgebra em [0,1).

Demonstragao. Primeiro, @ € %, uma vez que & € #B e & C [0,1). Em seguida,

considere uma sequéncia (A, ),>1 de conjuntos de .%. Como cada A, pertence a o-algebra
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A, segue que
U A, € B.

n>1

Além disso, como cada A,, é também subconjunto do intervalo [0, 1), segue que

U A, C[0,1).

n>1
Temos entao que a unido também pertence a .%. Logo, .# é fechado em uniao enumeravel.

Resta demonstrar que .# é fechado em complemento. Seja A € .%. Como estamos

interessados em .# ser uma o-algebra apenas no intervalo [0, 1), queremos saber se
0,1)\Ae 7. (2.24)

Note que, como # é uma o-algebra em R, e A € £, entao R\ A € #. E como uma
o-dlgebra é fechada em intersecao enumeravel, (R\ A)N[0,1) € AB. Mas essa intersegao

também pertence a [0, 1). Segue que
(R\ A)N[0,1) € .Z. (2.25)

Mas note que
(R\A)N[0,1)=(RN[0,1))\ (AN[0,1)) =[0,1) \ A. (2.26)

De (2.25) e (2.26), segue (2.24). Logo, .# ¢é fechado em complemento, ¢ .# é uma o-algebra
em [0,1). O

A o-dlgebra .# e a medida m sdo usadas para a defini¢ao da distribui¢ao uniforme no

intervalo unitdrio.

Defini¢ao 2.5. Definimos a distribui¢ao uniforme no intervalo [0,1) como a medida u

com dominio ¥ tal que u(A) = m(A) para qualquer A € F.
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3 Conjuntos nao mensuraveis

As defini¢oes de mensurabilidade naturalmente sugerem uma pergunta: existem con-
juntos que ndao podem ser mensurados? A existéncia de conjuntos nao-mensuraveis (pela
medida de Lebesgue) serda demonstrada neste capitulo. Primeiro, iremos definir um tipo

especial de soma.

Definicao 3.1. Sejam x e y pertencentes ao intervalo real [0,1). Definimos a soma
modulo 1 de x ey, denotada x &y, como
r+y sex+y <1,

rPDy =
r+y—1 sex+y>1.

A soma médulo 1 é uma operacao comutativa e associativa que leva pares de niimeros
em [0,1) a um nimero em [0, 1). Se associarmos a cada z € [0, 1) o angulo 27z, entao a
operacao de soma modulo 1 corresponde a soma de angulos. Podemos ainda pensar na

operacao de translacao.

Definicao 3.2. Se £ C [0,1) ey € [0,1), entao definimos a translagao mddulo 1 de E

por y como o conjunto

Eoy={z:z2=xdy, para algum x € E}.

Continuando nossa analogia com angulos, a translagao médulo 1 por um y € [0, 1)

corresponde a rotagao por um angulo de 27y.

Com as operacoes modulo 1 definidas, podemos demonstrar que a medida de Lebesgue

é invariante por translagao médulo 1.

Lema 3.1. Seja E C [0,1) um conjunto mensurdvel. Entdo, para cada y € [0,1), o

conjunto E @y é mensurdvel e m(E & y) = m(E).

Demonstracao. Sejam FEy = EN[0,1 —y) e By = EN[l —y,1). Entdo E, e Ey sdo



8 Conjuntos nao mensurdveis 25

conjuntos mensuraveis disjuntos cuja uniao é E, e entao
m(E) =m(Ey) +m(E2).

Pela construcao de Ei, temos que Fy &y = E; + y, e entao F; ® y é mensuravel pela

Proposicao 2.4. Pelo Corolério 1.3, segue que
m(Ey &y) = m(Er).

Além disso, pela construgao de Fs, temos que Fo®y = Fo+(y—1), entao da Proposigao 2.4

segue que Fy @ y é mensuravel, e
m(Ey @ y) = m(E,)

pelo Corolario 1.3. Mas
Egsy=(Ei®y) U(Eay),

e (Fy®y)N(F,®y) =2. Entao, £ ® y é mensuravel e
m(E @ y) =m(Er & y) +m(Ex & y)

m(Ey) +m(Ey)
m(E). O

Podemos agora definir um conjunto nao-mensuravel.

Proposicao 3.1. Eziste um subconjunto nao-mensurdvel do intervalo [0, 1).

Demonstracao. Se x — y é um numero racional, dizemos que x e y sao equivalentes,
denotado x ~ y. Isso é uma relagao de equivaléncia que particiona [0,1) em classes de
equivaléncia, isto é, classes tais que a diferenca entre quaisquer dois elementos de uma
classe é um nimero racional, enquanto que a diferenca entre quaisquer dois elementos de
classes diferentes é um numero irracional. Para entender mais sobre classes, veja paginas

23 ¢ 24 de Royden (1988).

Pelo axioma da escolha, existe um conjunto P que contém exatamente um elemento
de cada classe de equivaléncia. Seja (7;);>; uma enumeracao dos racionais em [0, 1), com

r1 =0, e defina P, = P @ r;. Entao P, = P. Seja v € P, N P;. Segue que
T=p; ST =p; Dy,

com p; e p; pertencentes a P. Mas p; — p; = r; — r; é racional, entao p; ~ p;. Como P
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possui somente um elemento de cada classe de equivaléncia, segue que ¢ = j. Ou seja, se
i # j, entdo P; e P; sao disjuntos. Temos entao que (F;);>1 ¢ uma sequéncia de conjuntos

mutuamente disjuntos.

Por outro lado, cada niimero real x € [0,1) estd em alguma classe de equivaléncia e
entao é equivalente a algum elemento em P. Mas se a diferenca de x com algum elemento

de P é um numero racional r;, entao = € P;. Segue que

P =0,1).

1>1

Provaremos agora que P é um conjunto nao-mensuravel. Suponha que P é mensuravel.
Como cada P; é uma translacao modulo 1 de P, segue pelo Lema 3.1 que cada P; é

mensuravel e possui a mesma medida de P. Mas se esse for o caso,

m([0,1)) = > m(P) =Y m(P).

i>1 i>1

Logo, a medida do intervalo [0, 1) é ou infinito, ou zero, dependendo se a medida de P é
positiva ou nula. As duas possibilidades sdo um absurdo, ja que m([0,1)) = 1. Segue que

P nao pode ser mensuravel. O

Iremos agora estabelecer algumas defini¢oes que nos ajudarao a estudar um caso que

mostra os problemas de aplicar a medida de Lebesgue a conjuntos nao-mensuraveis.

Definicao 3.3. Dizemos que um grupo G age em um conjunto qualquer A se, para cada
g € G, existe uma funcao bijetora de A em A, também denotada como g, tal que para

cada g,h € G ea € A, temos que

g(h(a)) = (gh)(a)

e(a) = a,
onde e € G € a identidade de G.

Definicao 3.4. Seja G um grupo que age em um conjunto X e suponha que E C X
¢ um congunto nao-vazio. Entao, E é G-paradozxal, ou paradoxal em relagao a G, se,
para algum par de inteiros positivos m e n, existem conjuntos mutuamente disjuntos
Ay, ..., A, By, ...,B,, de I e elementos g1, ..., Gn, h1, ..., hy, de G tais que
E=Ja(4) = Jn(B)).
i=1 j

Jj=1
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Definicao 3.5. Seja n € N. Definimos uma isometria de R™ como uma bijecao de R™

em R™ que preserva distancia euclidiana.

O teorema a seguir é um dos motivos para a importancia do estudo da medida.

Teorema 3.1 (Paradoxo de Banach-Tarski). Toda bola em R3 € paradozal em relagdo a

G, o grupo de isometrias de R3.

O Paradoxo de Banach-Tarski possui uma interpretacao visual intuitiva, como men-

cionado por Wapner (2005):

Uma bola pode ser separada em um ntumero finito de pedagos e rearranjada

para criar duas bolas, cada uma idéntica a original em forma e volume.

Tanto o Teorema 3.1 quanto a Proposi¢ao 3.1 nos mostram a importancia da De-

finigao 2.5.
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APENDICE A

Este apéndice serd dedicado a conceitos relacionados a algebras de conjuntos e o-

algebras. Serao apresentados resultados importantes para a discussao do texto principal.

Definicao A.1. Seja o/ uma colecao de subconjuntos de um conjunto X. Dizemos que

o/ € uma dlgebra de conjuntos (ou dlgebra Booleana) se:

s Je;
o A€ o/ implica que A° € 7 ; e

o A B e o implica que AUB € <.

Podemos verificar, por inducao, que como & é fechado em uniao de dois conjuntos,
também é fechado em uniao finita. Além disso, como consequéncia das leis de DeMorgan,

temos que
(4= (UA;). (A1)
i=1 i=1

E visto que & é fechado em uniao finita e em complemento, segue que é também fechado

em intersecao finita.

Definicao A.2. Seja o/ uma colecao de subconjuntos de um conjunto X. Dizemos que

o € uma o-dlgebra se:

e Je;
o Ac .of implica que A° € & ; e

e Se A, € &, para todon > 1, entdo |J,5, An € &

Pelo mesmo raciocinio de (A.1), temos que o/ é fechado em intersegao enumeravel.
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Proposicao A.1. Seja € uma colegao de subconjuntos de um conjunto X. FEziste uma
o-dlgebra o(€) tal que
¢ 0(¢)DC; e

e Se &/ € uma o-dlgebra qualquer contendo €, entio o(€) C .
A o-dlgebra o(€) é chamada de o-dlgebra gerada por € .

Demonstragao. Seja § a colecao de todas as o-algebras contendo %

Consideremos

o(¢)= () «.

A EF

Como ¥ C &, para qualquer &/ € §, temos que

€ Co(F).

Além disso, seja &/ uma o-algebra qualquer contendo . Logo, &7 € §. Temos entao
que 0(¥) C .

Provaremos que o(%) é, de fato, uma o-élgebra.

Primeiro, note que @ € & para qualquer &/ € §, uma vez que cada & é uma

o-élgebra. Logo, @ € o(%).

Repare ainda que, se A € 0(%), entdo A € &7 para qualquer o/ € §. Mas como todo
&/ é uma o-algebra, e o-algebras sao fechadas em complemento, temos A¢ € &/ e logo

A¢ € 0(%). Logo, 0(€) é fechado em complemento.

Finalmente, considere uma sequéncia (A4,),>1 C o(%). Entao, (A,),>1 C & para

todo o7 € §. Como toda o-algebra é fechada em uniao enumeravel, entao

GAneM.

n=1

Segue entao que essa uniao pertence a (%), o que implica que o(%’) é fechado em uniao

enumeravel e, portanto, ¢ uma o-algebra. O

Proposicao A.2. Seja € o conjunto de todos os intervalos reais contidos em R e seja 9

o conjunto de todos os intervalos do tipo (a,00), com a € R. Entdo, 0(€) = o(2).

Demonstragao. Ja que 2 C €, segue que o(Z) C 0(F).
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Como 0(2) D 2 e qualquer o-dlgebra é fechada em complemento, intervalos do
tipo (—o00,al, com a € R, pertencem a o(Z). Isso implica que (a,b], com a,b € R e
b > a, também pertence a o(2), pois qualquer o-dlgebra é fechada em intersegao de dois
elementos e

(a,b] = (—o0,b] N (a, c0).

Repare ainda que, para a,b € R, com a < b, temos
°° 1
b) = —— .
(a:0) = (a, b n]
n=1

Uma vez que qualquer o-dlgebra ¢ fechada em unido enumerével, (a,b) € o(2).

Para todo a,b € R, com a < b, temos

a0 :i@-%,b}.

Ja que qualquer o-dlgebra é fechada em intersecdo enumeravel, entdao o intervalo [a, 0]

pertence a o(2).

Finalmente, considere o intervalo [a, b), para todo a,b € R tais que a < b. J& que
la,b) = [j a,b !
) - ~ 9 n

e qualquer o-dlgebra é fechada em unido enumerdvel, [a,b) € o(2).

Restam os intervalos do tipo , (—00,a) e [a,00). Note que
(—o0,a) = U(a —n,a).
n>1

Como intervalos do tipo (a,b) pertencem a o(¥Z) e o-dlgebras sao fechadas em uniao

enumeravel, segue que (—00,a) € o(Z). Similarmente,

[a,00) = | J[a,a +n),

n>1

e como intervalos do tipo [a, b) pertencem a o(Z), segue que [a,00) € o(Z). Isso significa

que € C 0(2), e concluimos que o(%) C o(2). O
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APENDICE B

Este apéndice sera dedicado a conceitos e resultados de Analise Real que foram utili-

zados no texto principal.

Definicao B.1. Seja A C R. Dizemos que b € R € cota superior de A quando, para todo
x € A, temos que b > x.

Definicao B.2. Seja A C R. Dizemos que b € R € supremo de A se b é cota superior de

A e, para qualquer x € R, temos que x < b implica que x ndo € cota superior de A.

Definicao B.3. Seja A subconjunto dos reais. Dizemos que uma colecao enumerdvel de
intervalos abertos {G;}i>1 € uma cobertura aberta de A se A C Ui21 Gi. Se {G;}i>1 possui

um numero finito de elementos, dizemos que a colecao € uma cobertura aberta finita de A.

Definicao B.4. Seja A C R e {G,}icc uma cobertura aberta de A, com C = N ou
C ={1,2,...,k} para algum k € N. Se B C C € tal que A C J,c5 G, dizemos que

{Gi}iep € uma subcobertura aberta de A.

Teorema B.1. Seja [a,b] um intervalo real. Entdo, toda cobertura aberta {I;};>1 de [a,b]

possui uma subcobertura aberta finita.

Demonstrac¢ao. Seja E o conjunto de elementos x < b do intervalo [a,b] tais que |a, x]
possui uma subcobertura aberta finita. Como a € F, pois a < b e [a,a] = {a}, temos que
o conjunto £ nao é vazio. E como b é cota superior de F, temos que E possui um supremo
¢ € la,b]. Por ¢ pertencer ao intervalo [a, b], existe algum intervalo aberto I € {I;};>1 tal
que ¢ € I, e por [ ser aberto, existe € > 0 tal que (c—¢, c+¢) esta contido em I. Uma vez
que ¢ é supremo de F, ¢ — e nao é cota superior de F, e portanto existe x > ¢ — ¢ tal que
[a, z] tem como cobertura aberta uma subcolegao {1y, ..., I;x} de {[;};>1. Entao a colegao
{I1, ..., I, I} é cobertura aberta de [a,c + ¢). Portanto, todo ponto de [c,c + ) estaria
em F se fosse menor ou igual que b. Mas como ¢ é o Unico elemento desse intervalo que
pode pertencer a E, temos que ¢ = b e a colegao {Ii, ..., Iy, I} é cobertura aberta finita
de [a, b]. O
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O teorema acima é um caso particular do Teorema de Heine-Borel. Como o usamos
apenas na demonstracao da Proposicao 1.1 e somente para intervalos fechados, nao se fez

necessario incluir o teorema inteiro neste apéndice.
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APENDICE C

Este apéndice sera dedicado a propriedades de conjuntos que foram importantes para

o texto principal.

Proposicao C.1. Sejam A, B e C' subconjuntos dos reais. Entao,
AN(BUC)=(ANB)U(ANCNDB°).
Demonstracao. A demonstracao segue do fato que
BUC =BU(CnNB°). (C.1)
Temos entao que
AN(BUC) 'L AN (BU(CNBY)) =(ANB)U(ANC N BE). 0

Proposicao C.2. Seja {E, }nen uma colegcao de conjuntos mutuamente disjuntos. Entdo,

(L:JE) NE, =E, (C.2)

n n—1
(UEi)ﬁE,i: (UE) (C.3)
i=1 i=1
Demonstracao. Como os E; sao mutuamente disjuntos,

(QE) NE, = O(E NE,)

1
n—1
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provando (C.2).

Seja D = (U, E;)°. Entao
EnNnD=gw, i=1,...,n. (C4)

Ja que Fy, ..., E, sao mutuamente disjuntos, temos

n—1
Eﬂ(L}E):&,i:L“wn—L (C.5)
=1

Ja que D, Eq, ..., E, fazem particao de R, temos

E:=DU (UE) (C.6)

=1

Note que
E.NE, =, (C.7)
mas, para ¢t = 1,...,n — 1, temos
06 n—1 n—1
B g @ Em(Du(UEJ):@mDﬂ(&m(UEJ>
i=1 i=1 (08)
(Cap(C3) UE, = E,

onde na segunda equacao usamos lei distributiva.

Finalmente,

n

Oﬁ&)mﬁzLﬂﬂﬂﬂg

=1

n—1 n—1
Z(U@mwmyxmmﬁﬂmy&( EQU@
1

i=1
n—1
i=1
onde na primeira equagao usamos a lei distributiva. O

Proposigao C.3. Seja &7 uma dlgebra de conjuntos e (A;);>1 uma sequéncia de conjuntos

em &/ . Entao existe uma sequéncia (B;);>1 de conjuntos mutuamente disjuntos de <7 tal

U =4 (C.9)

i>1 i>1

que

Demonstracao. Se (A;);>1 for uma sequéncia finita, a prova é trivial. Portanto, suponha
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(A;)i>1 uma sequéncia infinita de conjuntos de o7. Defina a sequéncia (B;);>1 da seguinte

forma:

Blela
By = Ay \ Ay = Ay N AT,
BgIAg\(AlLJAQ):A:;ﬂAiﬂAg,

Por construcao, B, C A,, com n € N. Como qualquer algebra é fechada em complemento

e em intersecgao finita, segue que B,, € &, com n € N.

Agora, considere dois conjuntos B,,, B,,, com m < n. Entao, B,, C A,,, e temos que

B,NB,CA,NB,
=A,NA,N---NA,N---
=(A,NA )N
=gn---

= J.
Logo, (B;);>1 ¢ uma sequéncia de conjuntos mutuamente disjuntos.

Como B; C A;,

=1 =1

Agora, considere z € | J;°; A;. Seja n o menor nimero natural tal que x € A,. Por

construcao, « € B, e logo = € | J;=, B;. Segue que

U A; C U B;,
i=1 i=1
o que prova (C.9). O

Proposicao C.4. Seja (E,)nen uma sequencia infinita tal que

E,.1CE, necN. (C.10)
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Seja
E=()En (C.11)
n=1
e seja
F,=E,\E,;1, neN. (C.12)

Entao (Fy,)nen € uma sequencia de conjuntos mutualmente disjuntos e

E\\E=|]F. (C.13)
n=1

Demonstracao. Usando a notagao

A, =ENE;, (C.14)
temos
11) oo o9 c o) .
E\NE "= E\ (ﬂEn) —E N (ﬂEn) =EN (UEn>

n=1 n=1 n=1 (015)

= UEnE)=]A.,
n=1 n=1
onde a segunda equacao ¢é justificada pela definicao de diferenca, na terceira é usada lei

de Morgan, e na quarta lei distributiva.

Denotamos
B,=A,\(A4U---UA,4), nel (C.16)

Da demonstracao da Proposi¢ao C.3, sabemos que (B,,),en é uma sequencia de conjuntos

mutualmente disjuntos e

o o
n=1 n=1

De (C.10), obtemos
E, CE, ,, neN

e depois
ElﬂEZCElﬂETCLJrl, n € N.

Logo, usando (C.14), temos
A, C Apyr, neN. (C.18)
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De (C.16) e (C.18), obtemos
Bp=A,\ A1, neN. (C.19)

De (C.10) segue que
El D) En; n € N.

Entao

E\NE,=E, neN. (C.20)

Temos

C.19 C.14
B, BV A\ A B (B0 EO\ (ByNEE) = (By N ES) N (BN EE_ )

— E\NESN(B{UE,) = (By N ES N E) U (BN ES N E,y) (C.21)

C.12)

- GUENELNE) B nE =B, \E, 2R,

onde a terceira e a penultima equagoes sao justificadas pela definicao de diferenca, na

quarta ¢é usada lei de Morgan, e na quinta lei distributiva.

Juntando (C.15), (C.17) e (C.21), obtemos (C.13). O
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