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Resumo

Nessa monografia é feito um paralelo entre epidemia, e o porqué um surto viral pode
vir a se transformar em uma pandemia, café e probabilidade, isto é, um estudo sobre
Percolacao. Para isso, foram expostos alguns conceitos preliminares sobre Fungoes Gera-
doras de Probabilidade, Processo de Ramificacao, e Percolacao, a fim de estudarmos um
modelo epidémico de Percolacao de longo alcance em arvores homogéneas e em arvores
alternadas.

Palavras-chave: epidemia, ramificacdo, percolacao, comportamento critico, limi-
tante superior, limitante inferior.



Abstract

In this monograph, a parallel is made between epidemic, and why a viral outbreak can
turn into a pandemic, coffee and probability, that is, a study on Percolation. For this, some
preliminary concepts about Probability Generating Functions, Branching Process, and
Percolation were exposed, in order to study an epidemic model of Long-range Percolation
in Homogeneous Trees and Alternate Trees.

Keywords: epidemic, branching, percolation, critical behavior, upper bound, lower
bound.
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1 Introducao

1.1 Denominador em Comum

De acordo com o Instituto Butantan, “uma enfermidade se torna uma pandemia
quando atinge niveis mundiais; uma pandemia pode comecgar como um surto ou epide-
mia; ou seja, surtos, pandemias e epidemias tém a mesma origem - o que muda é a escala
da disseminacao da doenca”. Em 2020, a COVID-19 assolou o mundo inteiro, pois seu
potencial de contaminagao era muito grande e fez com que essa doenca se espalhasse rapi-
damente. Surgiu entao a seguinte duvida: “Por que essa doenca se espalha tao rapido?”.

Para responder essa pergunta, precisamos falar sobre Percolagao.

Probabilidade é uma area da matematica em que estuda as chances de um evento
ocorrer em uma determinada situacao. “Quais sao as chances de sair um nimero par
quando jogamos um dado?”, isso é probabilidade. A resposta para pergunta anterior é
facil de ser respondida, mas se estendermos um pouco mais nossa imaginacao podemos ver
que algumas perguntas nao sao tao faceis de serem respondidas. Agora, pense em redes
de compartilhamento por exemplo, “Quais as chances do Facebook indicar um amigo de
um amigo meu para ser meu amigo?”, ou “Sabendo que um amigo de um amigo meu
possui uma doenca infecciosa, quais as chances dele passar uma doenga infecciosa para
mim?”. Essas duas tltimas perguntas sao mais dificeis de serem respondidas, mas uma

ferramenta muito importante que ajuda a responde-las é o estudo sobre Percolacao.

Pegue um material poroso do qual queremos obter a parte soltvel de uma substancia
sélida, uma forma préatica de fazer isso é passar um fluido(um solvente apropriado) len-
tamente pelos poros desse material. Esse é um habito muito comum no cotidiano de

“passar um café”. Se o café moido for colocado em um filtro de

muitas pessoas, o famoso
papel e em seguida adicionada agua fervente, o liquido levara para longe os componentes
soliveis dos graos moidos. O nome desse fenomeno é Percolagao. “Alias, foi ai que a pa-
lavra percolacao apareceu no comecgo do século XIX, no ensaio de Sir Benjamin Thomson

(1753-1814), conhecido também como conde Rumford, um dos pais da Termodinamica e
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amante do café”.

Um bom café, uma epidemia e probabilidade, o fator em comum entre esses trés
topicos é a Percolacao. Fendmeno muito utilizado em diversas areas como matematica,
geologia, fisica, entre outras, possui aplicacoes muito interessantes como, por exemplo, o
estudo de um surto viral. Dito isto, vamos destrinchar sobre esse assunto e entender um

pouco mais como funciona.

1.2 Objetivos

Este trabalho visa entender a dinamica da propagacao de uma epidemia em uma rede
conectada desde a dtica de percolagao e processos de ramificagao, para isso, nos propomos

aos seguintes objetivos:

Estudar um modelo de percolacao de longo alcance proposto em

( ), tipicamente usado para modelar a propagagao de uma epidemia.
e Entender o fenomeno de transicao de fase através do modelo de percolacao estudado.

e Apresentar uma nova prova para um limitante superior da probabilidade critica do

modelo sob estudo em Arvores Homogéneas.

e Apresentar uma prova para um limitante inferior da probabilidade critica do modelo

sob estudo em Arvores Homogéneas.

e Expandir os casos dos limitantes superior e inferior da probabilidade critica do

modelo sob estudo em Arvores Alternadas.

1.3 Organizacao

Este TCC serd apresentado em sete capitulos. No Capitulo 1 sao apresentados a
motivacao para este trabalho, uma breve revisao bibliografica, e é explicitado os objetivos.
A fundamentacao tedrica para a compreensao desse trabalho serd dividida em quatro
capitulos: Preliminares (Capitulo 2), o Processo de Ramificagao (Capitulo 3), Modelo
de Percolagao de Bernoulli (Capitulo 4), e Modelo Epidémico na Arvore Homogénea
(Capitulo 5). No Capitulo 6 os conceitos e resultados obtidos na Arvore Homogénea serao
estendidos para o caso de Arvore Alternada. Finalmente, no Capitulo 7 serao descritas

as principais conclusoes obtidas nesse estudo.


https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0167715208000874
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0167715208000874

2 Preliminares

Antes de entrar em conceitos mais especificos, serd necessario entender um pouco
melhor conceitos bésicos de matemadtica/probabilidade. Ser@o expostas as defini¢oes de

Sequéncias e Séries, Funcao Geradora, Funcao Geradora de Probabilidade e Momentos.

2.1 Sequéncias e Séries

Sejam N = {1,2,3,...}, Ny = NU {0} = {0,1,2,...} e R, o conjunto dos niimeros
naturais, o conjuntos dos inteiros nao negativos e o conjunto dos ntimeros reais, respec-
tivamente. Uma sequéncia de niumeros reais o : N — R é uma funcao que associa cada
nimero natural n um ndimero real a(n) = «,. O valor «,, é chamado de termo n-ésimo
da sequéncia. Geralmente usamos expressoes da forma (%)neN, (an)n>1 para denotar essa
sequéncia. Por vezes, definiremos uma sequéncia com dominio em Nj.

Por exemplo, definindo o n-ésimo termo de uma sequéncia como «,, = %, n € N, neste

caso podemos escrever (%) >1 para representar a sequéncia de nimeros reais {1, %, %, ST

Dada uma sequéncia (a,),en. Definimos, uma série numérica como a sequéncia de
somas parciais de (o, )nen, Ou seja, como a sequéncia (S, )n>0, €m que S, = a;+- - - +a, =

n 7 e}
> by O, € é denotada como Y.~ ay.

Um bom exemplo é a constante de Euler (ferramenta matematica muito importante
em diversas areas como financas, economia, fisica, engenharia, biologia, astronomia entre

outras) que pode ser representada como a série em que «;, = %

1
622%
k=0

A continuacao, definiremos um tipo especial de séries que permite gerar os termos de uma

sequéncia.
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2.2 Funcao Geradora

Seja ap, aq,... uma sequéncia de numeros reais, e seja uma série de poténcias da

o0
= E Oszk.
k=0

Se existe so > 0 tal que F'(s) converge em [s| < sg, entao F'(s) é chamada de fungdo

forma:

geradora da sequéncia (ou,)nen,-

Por exemplo, consideremos a expansao por série de Taylor da fungao exponencial ao

redor do zero.

=1
6—1—|—1'—|—§ +§+ kzk_

Podemos verificar que essa série é funcao geradora da sequéncia (%)neNU. Agora,

pense em Probabilidade e em como podemos associar essa funcao.

2.3 Funcao Geradora de Probabilidade

Seja (pr)ken, uma funcdo de probabilidade em Ny, isto é, pr > 0 para todo k € Ny e

Z pr = 1. Definimos a funcdo geradora de (pi)ren, pela série de poténcias
k=0

e¢]
s) = Zpksk.
k=0

Note que G(s) converge se |s| < 1 e ird divergir para |s| > 1. Pela defini¢ao de G(s),
se X é uma variavel aleatéria discreta nao-negativa, cuja funcao de probabilidade é dada
por (pi)r>0, ou seja, pp = P(X = k), k =0,1,..., entdo G(s) = E(s¥).

Perceba que, como Zpk = 1, entdo G(1) = 1 e a série converge para todo s € (—1,1).
k=0
Derivando G(s) temos

s) = Z kpgps™!
k=1

Veja que

com esse pensamento pode-se achar o valor de Var(X) por exemplo.
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Como dito antes, G(s) converge para todo |s| < 1 e diverge para |s| > 1. Dessa
observagao, temos que o raio de convergéncia de G(s) é pelo menos 1. G(s) pode ser

derivada e integrada para valores menores que o valor do raio de convergencia.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de funcoes geradoras de probabilidade para

algumas variaveis aleatorias conhecidas.

Exemplo 2.1. Se X for uma varidvel aleatoria binomial de parametros n e p, o que

indicaremos por X ~ Bin(n,p), temos que

E(s*) = Z prs®

(I
-3 ({)era-pr

Sabe-se que (v +y)" = Z (Z) 2*y"~* (Binémio de Newton). Entdo, faca x = sp e

y = (1 —p), temos que

k=0
=[sp+ (1 —-p)]"=G(s)
Exemplo 2.2. Se X for uma varidvel aleatoria geométrica de parametro p, o que indi-

caremos por X ~ Geo(p), temos que
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— sp
Portanto, G(s) = U
O seguinte exemplo mostra como podemos obter a funcao geradora de probabilidade

para o tempo de primeira passagem do passeio aleatorio simples com morte em Z.

Exemplo 2.3. (Passeio aleatério com morte em 7Z) Considere uma particula que
se movimenta de acordo com um passeio aleatorio simples e simétrico em 7, isto €, dada
uma sequéncia de varidveis aleatorias (X;);>1 independentes e identicamente distribuidas,
tal que

PX;=1)=P(X; =-1)=1/2.

Para x € 7, definimos o passeio aleatorio simples em 7 comecando em x pela sequéncia,
(S )nz0, com S§ =2 e SE =+ X 1+---+X,,. A Figura 1, a sequir ilustra essa situa¢do

(a particula foi destacada em azul):

Figura 1: Passeio aleatério simples em Z

Além disso, vamos supor que a particula morra no instante T, onde T € uma varidvel
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aleatéria com distribui¢ao geométrica de parametro (1 —s), s € [0,1), ou seja:

P(r > k) =s" s€[0,1).
Agora, defina ®,, = P(T(x,x 4+ 1) =n), onde:
T(x,z+1)=inf{n >1: 5% =x+ 1},

ou seja, T(x,x+1) =inf{n > 1:S¥ =x + 1} € o tempo de primeira passagem em x + 1

de (S¥)p>0. Vamos calcular agora a fungdao geradora de ®,. Com efeito,

G(S) _ E( T(x, x-i-l))

= Z SP(T(z, 2+ 1) = k)

-y

Condicionando no primeiro passo de (Sy,),~q, temos

Gls) =E(s" ) = 37 (T |ST = y)P(ST = y). (21)
yilz—y|=1
Note que se S = x — 1, entao:

Txe+1)=14+T(x—1,2)+T(zr,z+1).

Vv
tem a mesma distribuicdo

Logo,
E(sT@a+D) = 5. E(sT@-12) . E(sT@+D), (2.2)

Com (2.1) e (2.2), teremos:

E(s" ) = Y E(s"D|S = y)P(ST =)

yilz—y|=1

1
= 5[5+ s(E(sTE DY,
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Assim, teremos

QE(ST(z,x+1)) — 5+ S<E(ST(x,z+1)>)2
0=g— QE(ST(z,x-‘rl)) + S(E(ST(x’x+1)))2,

resolvendo para E(sT@* D) temos que

2 — /4 —4s2

E<ST(x,z+1)) — 5
S
1 =V1—s?
5 .

Portanto, G(s) = 1=4=5%

s

Apresentaremos a seguir algumas proposicoes importantes no estudo de funcgoes ge-

radoras de probabilidade, cujas demonstracoes podem ser encontradas em
(2014)

Proposicao 2.1 (Singularidade). Sejam X e Y wvaridveis aleatdrias com fungdo ge-
radora de probabilidade Gx e Gy respectivamente. Se Gx = Gy, entao P(X = k) =
P(Y = k), para k € Ny.

Proposicao 2.2 (Soma Aleatéria de Varidveis Aleatorias). Se Xq, Xo, ... ¢ uma
sequéncia de varidveis aleatorias independentes e de mesma distribuicao da varidvel aleatoria
X e com fungao geradora de probabilidade Gx, e se N é uma varidvel aleatoria indepen-
dente das demais varidveis aleatorias e tem funcgao geradora de probabilidade Gy, entao

a soma X1+ Xo+ -+ Xy tem funcao geradora de probabilidade

GxitXottxn(8) = G (Gx(s)).

A seguinte proposigao justifica a razao pela qual a fun¢ao G(s) é chamada de fungao

geradora de probabilidade.

Proposicao 2.3. Seja X uma varidvel aleatoria tal que P(X =n) =p,, n=10,1,... ¢
fungdo geradora de probabilidade G(s), além disso denote por G (s) a n-ésima derivada
de G(s), onde GO (s) = G(s), escrevemos também G'(s) ao invés de GV (s). Entdo, para

todon=20,1,2...
G™(0
by = )

n!

Demonstracao. Temos que,

G(s)=po+spL+8p+spy+--- (2.3)
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Claramente, G(0) = pg. Agora para n = 1, temos que

G'(s) =pi+25py+35"ps + -+

Logo, G'(1) = p1, entdo, a proposigao vale para n = 1.

De fato, derivando n-vezes a funcao G(s), podemos escrever:

G (s) =3 k(k—1)(k—2)- (k —n+1)s" *p,

k>n
=nn—1)(n—2) Upa+ Y k(k—1)(k—2)-(k—n+1)s""p,
k>n+1
Dali,
G (0) = n(n —1)(n—2)--- ()pa
=nlp,, n eN
Logo, p, = G(:!(O), como queriamos demonstrar. ]

2.4 Momentos

Um ponto importante para entender melhor uma distribuig¢ao é entender, por exem-
plo, a variabilidade dela, se ela é muito dispersa e sua simetria. Quando pensamos em
esperanga (média), pensamos em uma medida de posi¢do central. Quando pensamos em
variancia, pensamos em dispersao. Ha ainda como olhar a simetria e o achatamento des-
sas variaveis. Esses sao casos de uma caracteristica mais geral de uma variavel aleatoria:

momentos.

Defini¢ao 2.1 (Momentos). O k-ésimo momento de uma varidvel aleatoria X, é defi-

nido como E(X*) desde que essa quantidade exista.

Definicao 2.2. Para uma varidvel aleatoria X definimos o n-ésimo momento fatorial
como p, = E(X(X —1)---(X —n+1)). Em particular, quando n = 1, temos que

A seguinte proposi¢ao mostra como podemos relacionar os momentos de uma variavel

aleatdria com sua funcao geradora de probabilidade.

Proposicao 2.4. Seja X uma varidavel aleatoria com funcao geradora de probabilidade
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G(s). Entao, o n-ésimo momento fatorial é dado por
pn =G (1),

Demonstracao. Na prova da Proposicao 2.3, vimos que

G (s) = k(k—1)(k—2)- (k—n+ 1)s""p,

k>n

avaliando G (s) em s = 1, o resultado segue.

12

(2.4)
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3 Processo de Ramificacao

3.1 Processo de Ramificacao

Modelar um processo de reproducao ou um crescimento populacional é muito dificil,
isso envolve muitas varidveis. Porém, no século XIX, Sir Francis Galton e Henry William
Watson vieram a desenvolver uma abordagem muito mais simples, que viria a servir para
esse assunto, e interessante de ser modelado, conhecido como Processo de Ramificacao
de Galton-Watson (ou Processo de Ramificacao de Bienayme-Galton-Watson). A ideia,
de forma informal, é basicamente: “Em um tempo inicial existe um individuo e ele pode
gerar uma quantidade aleatéria de filhos, depois dessa concepcao se forma uma nova
geracao independente e a geracao anterior morre. Como estaria essa populacao depois de

n geragoes?”.

Veja na Figura 2 por exemplo. Na geracao inicial (n = 0), ha apenas um individuo e
ele gera trés filhos para a préxima geracao. A geragdo um (n = 1) gera seis filhos para a

proxima geragao e assim por diante.

o

1 X9 x3

) 4 ) 4 n=2

T1,1 T1,2 T1,3 Ta21 L3,1 3,2

Figura 2: Processo de Ramificagao
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O processo pode ser descrito como segue:

(i) Existe um unico individuo no tempo inicial, n = 0.

(ii) Todos os individuos vivem exatamente uma unidade de tempo, produzem X des-

cendentes e morrem.

(iii) O ndmero de descendentes por individuo é uma varidvel aleatéria X, assumindo
valores em Ny e a probabilidade de produzir k descendentes é P(X = k) = py e

assumimos que os individuos se reproduzem de forma independente.

(iv) Para n > 0, representamos por Y, o nimero de individuos vivos no instante de
tempo n. Logo, denotando por X ,_; ao numero de filhos do j-ésimo individuo da

geracao (n — 1), temos que Y11 = X1, + Xop+ ...+ Xy, n,n >0e Yy = 1.
(v) O processo de ramifica¢ao ¢ definido pela sequéncia (Y},)nen, -

(vi) Denotamos por p = E(X) ao ntimero médio de filhos por individuo e por G(s) =

E(sX),s € [0,1] & fungao geradora de probabilidade de X.

Para uma referéncia sobre o processo de ramificacao citamos o livro de ( ).

3.2 Probabilidade de Extincao

Muitas vezes ouve-se algo como “certo animal esta em extingao”, o que isso quer dizer?
Isso implica que se representamos por Y,, a populacao desse animal em certo instante de
tempo n e temos que Y,, = 0 para algum n, significa que essa populacao foi extinta nesse
tempo. Logo, Y,, = 0 para todo m maior que n. Como saber a probabilidade disso
acontecer? Veja que podemos formalizar esse evento de exting¢ao dessa populagao como
segue, primeiro note que Y, = 0, entao Y,, = 0 para qualquer m > n. Entao, denotando

por

E=J =0}

n>1m>n

- U {Yn - O}
n>1
Denote 0, = P(Y,, = 0]Yy = 1), para qualquer n > 0 (perceba que 6, = 0), con-
dicionando o numero de individuos na primeira geracao, e pela independéncia, temos

que
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Onir = Y P(Yoy =0[Yo =1)
k>0
=) P(Yoi1 = 0[Y; = k) - P(Y; = k[Yy = 1)
k>0

:Z <£P(Yn+1:O|H:1)"'P(Yn+1:0|}q:1)) i

k>0 & ~
- —vezes

= P(Yo = 0[Y1 = 1" py

k>0

— Z]}»(Yn = 0|Yy = 1)*-

k>0
_ E k
k>0

= G(6,).

Denote 6., como a probabilidade de extin¢ao. Em particular, temos, pela monotoni-

cidade de (6,,)nen,, que

Oc :1@( U :0})

n>1

= lim 6,,.
n—o0

Portanto, a probabilidade de extingcao é o limite da probabilidade de extingao na
geragao n. Logo, pela continuidade de G, concluimos que 6., = G(0), isto é, a probabi-

lidade de extingao é um ponto fixo de G.

Lema 3.1. Temos que 0, é a menor solugdo ndao negativa de G(s) = s no intervalo [0, 1].

Demonstragao. Aqui usaremos a relacao 6,1 = G(6,). Agora, assuma que s > 0 e

G(s) = s, entao 0 = 6y < s, como G é crescente temos que

91:G(90)SS:>92:G(01)§8:>"':>9n:G(Qn_1)§S,

para todo n. Tomando n — oo concluimos que 6., = G(0) < s. Logo, a probabilidade

de extingao é a menor solugdo ndo negativa no intervalo [0,1] da equacdo G(s) =s. [
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3.3 Condicoes para a Extincao e Transicao de Fases

Como saber se um processo ira se extinguir? Uma forma de saber o possivel futuro de
um processo é olhando o valor de p (nimero médio de descendentes, isto é, E(Y')). Uma
forma de pensar é “se o nimero médio de descendentes é baixo (menor que um), entao
depois de um certo periodo a populagao ird diminuir ao ponto de se tornar extinta”. A
partir desse pensamento que sera feito essa andlise, vamos olhar p > 1 (fase supercritica),

p =1 (fase critica), p < 1 (fase subcritica).

Teorema 3.1. Seja (Y,,)n>0 um processo de ramificacao de Galton-Watson e assuma que

po +p1 <1, temos

(i) Se u>1, 0 <1, a extingao nao € garantida. Fase Supercritica.
(ii) Se u <1, 0 =1, a extingdo é garantida. Fase Subcritica.

(11i) Se p =1, 0 = 1, a menos que o tamanho da familia seja sempre constante em
Y = 1. Fase Critica.

Demonstragao. Note que G(s) possui as seguintes propriedades:

(i) G(s) é crescente e estritamente convexa (sempre que p; > 0 para algum k > 2).
(i) G(0)=po>0eG(1) =1L
(iii) G'(1) = p, ou seja, a inclinagao de G(s) no valor s = 1 é igual a p.

(iv) A probabilidade de extin¢do de 6., é o menor valor maior ou igual a 0 tal que

G(s) = s.



3.8 Condicoes para a Extincdo e Transicdo de Fases

Caso(i): Quando p > 1, a curva G(s) é
forcado abaixo da linha t = s em s = 1.
A curva G(s) tem que cruzar a linha t =
§ novamente para encontrar o eixo t em
P(Y = 0). Dessa forma, deve haver uma
solugdo 6, < 1 a equacao G(s) = s.

Figura 3: Transicao de Fases
- Fase Supercritica

Caso(ii): Quando p < 1, a curva G(s)

¢é forcada acima da linha t = s para
s < 1. Nao hé possibilidade para a curva
G(s) para cruzar a linha t = s nova-

mente antes de encontrar o eixo t. Dessa
forma, nao pode haver solucao menor
que 1 para a equagao G(s) = s, entdo
0 = 1. A excecao é onde Y pode levar
apenas valores 0 e 1, entdo G(s) nao é . .
estritamente convexo. No entanto, nesse 0 ! > s
caso G(s) = pp + p1s é uma linha reta,
dando o mesmo resultado 6., = 1.

Figura 4: Transicao de Fases
- Fase Subcritica

Caso (iii): Quando p = 1, a situagdo é 14 ”
a mesma como para j < 1. A excecao &
é onde Y leva apenas o valor 1. Entao R
G(s) = s para todos 0 < s < 1, entao
a menor solucao > 0 é 6., = 0. Assim, o G(S)
a extingao é garantida para pu = 1, a
menos que Y = 1 com probabilidade 1. : I >s

Figura 5: Transicao de Fases
- Fase Critica
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4 Modelo de Percolacao de
Bernoulli

Suponha que colocamos uma pedra dentro de um balde com agua e a deixamos por um
momento, quando a tirarmos sera que o meio dela estarda molhado? Qual a probabilidade
disso acontecer? A agua chegar ao centro de uma pedra depende muito da porosidade
dela, existem materiais com diversos tipos de porosidades, mas na maioria dos casos essa

probabilidade se resume a um ou zero.

A teoria da percolacao foi introduzida por Broadbent e Hammersley, nos anos 50,
como um modelo matemaéatico de propagacao em meios aleatorios. Broadbent e Ham-
mersley discutiram a situacao geral de “fluido” propagando-se aleatoriamente por um
“meio” (onde os termos abstratos “fluidos” e “meio” devem ser apropriados de acordo
com o contexto), o modelo concentra-se em descrever o meio poroso, que sera visto como
uma rede de canais aleatorios, por onde escoa um fluido deterministico. Os processos
de percolacao sao caracterizados por um limiar critico, abaixo do qual a propagagao do
fluido estd confinada em uma regiao finita. Um problema de grande interesse pratico é a

de agué deslocando 6leo em rochas porosas.

De maneira formal, suponha que os poros e os canais tenhas uma disposi¢ao espacial
regular, na forma de uma rede, em que os poros sao os sitios e os canais o elos. Um
exemplo comum ¢é Z% ou um subconjunto, onde d = 1,2,... é a dimensdao do meio, e
seus elos ligando sitios vizinhos mais préximos. Suponha que cada canal esteja aberto ou
fechado a passagem de um certo fluido e que esta caracteristica seja atribuida de forma
aleatoria para cada canal, independente dos demais. Seja p a probabilidade de um certo
canal esteja aberto. Vamos supor que p é o mesmo para todos os canais. Temos assim o
modelo de percolacao de Broadbent e Hammersley. Em d = 3, podemos imaginar o meio
sendo uma rocha (mergulhada na dgua), ou uma placa de rocha, ou ainda uma porcao de
p6 de café numa cafeteira (com agud quente por cima ou vapor de dgua por baixo). Em

d = 2, este seria um modelo para a difus@ao de uma epidemia numa regiao povoada ou
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para a passagem de corrente de um chip eletronico.

4.1 Definicoes e notacoes

Um grafo G = (V, E) é dado por um conjunto V' cujos elementos sao chamados de
vértices, e um subconjunto E de pares nao ordenados de elementos em V', chamados
de elos. Usualmente denotamos um elemento de E por e ou zy, onde x,y € V sao
entendidos como os extremos de e e dizemos que x e y sao vizinhos e o denotamos por
x ~ 1. Definimos um caminho de tamanho n ligando z a y em GG como uma sequéncia de
vértices © = xg, T1,...,Tn_1, L, = ¥y, de modo que z; ~ x;1 para qualquer i =0,...,n—1
e dizemos que o tamanho do menor caminho conectando x e y é a distancia entre x e
y, denotada por dist(z,y). O grau de x € V, representado por deg(x), é definido como
o nidmero de vizinhos de . Um grafo G = (V, E) ¢ infinito se V e F sao infinitos
enumeraveis, conectado se para qualquer u,v € V existe um caminho entre u e v e
localmente finito se para todo z € V' deg(x) < oo. Um grafo é dito de grau limitado se
existe 0 < M < oo tal que para todo deg(x) < M para todo x € V. O grau maximo
de um grafo é definido por sup,.y deg(z) < oo, e um grafo H é um subgrafo de G se
V(H) C V(G), E(H) C E(G) e cada u,v € E(H).

Um exemplo de grafo infinito, conectado e localmente finito é a rede hipercubica d-
dimensional, L? = (Z4 E%), onde Z¢ = {(x1,...,24): 2 €Z, i=1,...,d} e Bl = {e =

zy : ||lx —y|ls = 1}, onde a distancia entre x = (1, ...,24) e y = (Y1, .-, Ya) €

n
dist(z,y) = ||z —ylli = > _ |z — wil.

i=1
Por um abuso tipico de notacdo identificamos L por seu conjunto de vértices Z?, assim
algumas vezes nos referiremos a Z? como o grafo. Outro exemplo sdo as drvores, uma
darvore é um grafo conectado e desprovido de ciclos, ou seja, para qualquer par de vértices
x,y € V existe um unico caminho ligando x e y. Em particular, a arvore homogénea de
grau d 4 1, denotada por Ty = (V, E) é a drvore em que deg(z) = d+ 1 para todo vértice

x.
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4.2 O Modelo de percolacao de Bernoulli

Seja G = (V, E') um grafo infinito, conectado e localmente finito. Uma configura¢ao
de percolagio w = (w, : ¢ € E) em G é um elemento de Q = {0,1}*. Se w, = 1,
dizemos que e esta aberto, caso contrario dizemos que e esta fechado. Uma configuragao
w pode ser vista como um sub-grafo de G com conjunto de vértices V' e conjunto de
elos E(w) = {e € F : w. = 1}. Um aglomerado é definido como um componente
conectado em w. Um modelo de percolacao é dado por uma distribuicao de probabilidade
sobre configuracoes de percolagao em G. Aqui consideraremos, o caso mais simples em
que a distribuicao de probabilidade é uma distribuicao de Bernoulli, ou seja, cada elo é
aberto com probabilidade p ou fechado com probabilidade 1 — p, independentemente dos
estados dos outros elos. Dizemos que um caminho esta aberto se todos os seus elos estao
abertos. Para x,y € V, escrevemos = <> y se existe uma sequéncia finita de vértices
T =xg,...,T, =Y, tal que wyy, .,y =1,7=0,...,n—1, ou seja, x e y estao conectados

por um caminho de elos abertos.

Uma questao fundamental no modelo de percolagao de Bernoulli, assim como em
outros modelos de percolacao mais gerais € a existéncia ou nao de um aglomerado infinito.
Definimos C, = {y € V : y <> 2} o conjunto de vértices que estao ligados a = por elos
abertos, ou seja, é um conjunto de vértices que formam um “caminho” aberto. Se z € V,

a probabilidade de que x pertenca a um aglomerado infinito é definido por

O(p,x) =P(] Cy |= 00) =P(z <> 00).

Sabe-se que 0(0,z) = 0 e §(1,x) = 1 para qualquer que seja x € V. Além disso, 0 é
uma funcao nao decrescente em p. Podemos definir a probabilidade critica associada ao

vértice z como
pe(x) = inf{p: O(p,z) > 0}.

Dizemos que o modelo demonstra transicao de fase se p. = p.(x) € (0,1) para al-
gum z € V. Teremos trés fases, fase supercritica (p > p.), fase critica (p = p.) e fase
subcritica (p < p.). Mais detalhes podem ser encontrados em ( ),

para referéncias na lingua portuguesa veja ( ) e ( ).
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5 Modelo Epidémico na Arvore
Homogeéenea

Neste capitulo estudamos um modelo de percolacao de longo alcance na arvore ho-
mogénea estudado em ( ) e generalizado em ( )
conhecido na literatura como o modelo de percolacdo de discos, este modelo é usualmente
usado para representar simplificadamente a dinamica de uma epidemia em uma rede co-

nectada.

Para entender melhor, identificamos os vértices de T, = (V, E) como individuos de
uma certa comunidade, cada individuo da comunidade pode ser classificados em um de
dois estados: sauddvel ou infectado. A cada individuo z € V associamos, de maneira
independente, um raio de infeccao R,, tal que P(R, = k) = p*(1 —p), k =0,1,2,... onde

p € [0,1) é o parametro do modelo.

Dada uma realizacdo da sequéncia de raios de infecgao (R,)cy, a dindmica do pro-

cesso ¢ descrita pelas seguintes regras:

1. No instante inicial, n = 0, existe um tnico individuo infectado, a raiz de Tjy.

2. No instante n + 1, o individuo y ¢ infectado se existe x infectado no instante de
tempo n, tal que dist(x,y) < R,, onde dist(x,y) é a distancia entre x e y, ou seja,

o numero de elos no caminho conectando eles.

3. Individuos infectados permanecem infectados para sempre.

Devido a essa interpretacao do modelo de percolacao de discos, chamaremos a esse

processo de modelo epidémico.

Na Figura 6, apresentamos a ideia de uma realizacao do modelo de percolagao de
discos em Ts5. A imagem da esquerda representa o caso em que ha apenas um tunico

individuo infectado (a raiz o). A imagem do meio representa o caso em que R, = 3. J&
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na imagem da direita ilustra o caso em que a infec¢ao atinge todos os vértices a distancia

4 da raiz.

Figura 6: Percolacao de Discos

5.1 Definicoes e notacoes

Seja (R;)zev uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribufdas, tal que P(R, = k) = p*(1—p), k= 0,1,2,... onde p € [0,1) é um parametro

fixado. Para x € V, definimos
B, ={y €V :dist(z,y) < R.},

como conjunto de individuos infectados por x, caso x tenha sido infectado. Agora, deno-
tamos por {z — y} = {y € B,} o evento em que o individuo z infecta ao individuo y
(no contexto de percolagao seria que o elo orientado de z a y estd aberto), caso contrério,
escrevemos x — ¥y (ou seja, o elo orientado de x a y estd fechado). Se existe uma
sequencia infinita 0 = xg, x1, 2, . .. tal que x; — 2,41 para todo j > 0 dizemos que ocorre
percolacao, ou equivalentemente, que a infeccao se propagou para infinitos individuos e
vamos denotar esse evento por o — co. Antes de ir mais para frente, note que estamos
trabalhando com um modelo de percolagao orientada, para isso, considere o grafo orien-
tado Gy = (V, E) cujo conjunto de vértices V' é o mesmo da arvore homogénea e cujo
conjunto de elos orientados é definido por E= {zYy : x,y € V}, com a notagao introduzida
anteriormente dizemos que o elo orientado de x a y 7y € E est4 aberto se z — Y, €aso

contrario dizemos que xy esta fechado.

Da definigao do modelo, temos que

P(z — y) = pv). (5.1)
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A principal quantidade de interesse é a probabilidade critica do modelo, a saber

pe(d) = inf{p : P(o — o0) > 0}.

E bem sabido, veja ( ), que p.(d) € (0,1), isto é, o

modelo exibe uma transicao de fase em p.

A principal contribuicao desse trabalho é apresentar uma prova mais simples de um
limitante superior para p.(d) provado em ( ), além de forne-
cer uma interpretagao probabilistica para esse limitante superior, no sentido que definimos
a sequeéncia de processos aproximantes ao modelo de percolacao, que levam ao limitante
superior. A continuagao, apresentamos o resultado (Teorema 10, em

( ), p- 2134).

Teorema 5.1. Para qualquer d > 2,

peld) < 1— (1_2)1/2.

A prova do Teorema 5.1 serd dividida nos seguintes trés passos:

1. Definimos uma sequéncia de processos de ramificacao dominada pela percolacao de
discos, no sentido que se o processo de ramificacao sobrevive entao, a percolacao de

discos percola.

2. Analisamos o comportamento supercritico da sequéncia de processos de ramificacao,

isto leva, a uma sequéncia de limitantes superiores para p.(d).

3. Provamos que a sequéncia de limitantes superiores achada no passo anterior, con-

verge para o limitante superior no Teorema 5.1.

5.2 Uma sequéncia de processos de ramificacao do-
minada pela percolacao de discos

Esta secao é devotada a definir uma sequéncia de processos de ramificacao cuja sobre-
vivéncia implica na ocorréncia de percolacao no modelo epidémico. A sequéncia é definida
indutivamente, como segue: Considere xy, ..., x, 0 Unico caminho conectando o com z,,
de modo que dist(zg, z,) =n > 1. Além disso, escrevemos z,, € 9(xg) se xg é um vértice

no caminho conectando a raiz o de T4 com xz,,.
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e Para n =1, definimos

{fL’O ]mg) ZL‘l} = {.Z'O — 1'1}.

e Para n > 2, definimos

n—1
{zo Py o} = {0 = z,} U U{xo — Tk, To = Thil, Tk P Tn}.
k=1

pag . 7 .
O evento {z¢ = z,} leia~se xy é pai de z,.

Definicao 5.1. Para cada n > 1, definimos um processo de ramificacdo, a tempo dis-
creto, (Xt(n))tZO cuja familia se reproduz de acordo a sequinte varidvel aleatoria assumindo
valores em {0,1,...,d"}.

g(n) = Z I(‘/L‘U Wﬂ) ,In),

Tn:xn€0(x0)

com um tunico individuo inicial (a raiz o), isto €, Xo(n) =1.

5.2.1 Comportamento Supercritico do processo

Nesta subsecao analisaremos o comportamento supercritico do processo (Xt(n))tzo-
Para isso, no proximo resultado calcularemos a probabilidade de um individuo ser pai de

outro & distancia n.

Lema 5.1. Seja xy, . .., x, o inico caminho conectando xo com x,,, de modo que dist(zg, x,) =

n > 1. A probabilidade de xq ser pai de x, € dada por

pas

P(zro = @n) = gu(p) =p"(2—p)" "

Prova do Lema 5.2. Pela defini¢ao 5.1 e equagao (5.1), temos que

n—1
ai ai

gn(p) = P(z0 oxn) = P(xg — x,) + Z[P(LEO — x;) — P(xg = xi41)]|P(2; =2

n—1
=p"+ > (0 =" gni(p)
=1
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Agora, mostraremos que g,(p) satisfaz a seguinte recursao:

qi(p) =p
Ini1(p) =p(2 —p)gn(p), n > 1

De fato
gn+1 n+1 + Z Z+1 gn7i+1 (p)
="+ (p—1")gn(p) + Z N gn—i+1(p)
_ pn+1 +p(1 _ ‘|‘ Z i+1 z+2 gn—i<p)

=p" 4 p(1 - {ni P gn—i<p)}

— p |+ (1 Dhale) + Y0 - p”l)gn_z-(p)}

= plgn(p) + (1 — p)gn(p)]
= pgn(p)[1 + (1 = p)]

=p(2—p)gn(p)-

Logo, fazendo recursao, teremos g,(p) = p™(2 — p)" ', o que mostra o resultado. [

A continuacao, estabelecemos uma condicao suficiente para o comportamento su-

percritico de (X{™)io.

Lema 5.2. Paran > 1, seja p,(d) a inica raiz em (0,1) de d"g,(p,d) = 1. Se p > p,(d),

ent@o (Xt(n))tzo sobrevive com probabilidade positiva.

Prova do Lema 5.2. Do Lema 5.1 e pela definicao 5.1, temos que o nimero médio de

descendentes por individuo, E(£(), é dado por d"g,(p, d), o resultado segue pelo Teorema
3.1. O

Agora, defina para p € [0, 1] e para cadan > 1 e d > 2 fixados as seguintes fungoes:

Fulpd) = /500) — 52
f(p.d) = p(2—p) — = (5:3)

d



5.2 Uma sequéncia de processos de ramificacao dominada pela percolacdo de discos 26

Na seguinte proposicao, sumarizamos algumas propriedades simples de verificar das

fungoes definidas em (5.2).

Proposicao 5.1. Para qualquer d > 2 e n > 1, temos que

(i) £,(0,d) <0 e fu(1,d) > 0,

(ii) fn(p,d) € crescente como funcgdo de p,

Na Figura 7, mostramos algumas dessas funcoes para diferentes valores de n e d = 2.

0.4

0.2

f(p.n)
0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7: Funcoes f,(p) para diferentes valores de n e d = 2.

O proximo resultado serd util na prova do Teorema 5.1.

Lema 5.3. Seja (fn)nen, uma sequéncia de funcoes crescentes, continuas a valores reais
definidas em [0, 1], tal que f,(0) < 0 e f,(1) > 0 para qualquer n. Além disso, suponha
que (f,) convirja pontualmente para uma fungdao crescente e continua f definida em [0, 1]

quando n — oo e seja p, a unica raiz de f, em [0,1]. Entdo, existe p = lim p, e f(p) =0
n—oo
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Prova do Teorema 5.1. Temos que as fungoes definidas em (5.2) e (5.3) satisfazem as
condigoes do Lema 5.3. Além disso, note que se f,(p,d) > 0 entdo o processo (Xt(n)tzo
sobrevive com probabilidade positiva (c.p.p.), consequentemente o modelo epidémico per-
cola c.p.p. Assim, a condi¢cdo p > p,(d) garante a ocorréncia de percolacdo e temos

que

Pe(d) < pn(d). (5.4)

Finalmente, fazendo n — oo e usando o Lema 5.3, obtemos

peld) < 1— (1 _ %)1/2.

5.3 Comparacao com a prova apresentada em

(2008)

A prova do Teorema 5.1 apresentada em ( ) pode ser

resumida como segue:

1. Definimos uma sequéncia de processos de ramificacao dominada pela percolacao de
discos, no sentido que se o processo de ramificacao sobrevive entao, a percolacao de

discos percola.

2. Desde que nao foi possivel encontrar explicitamente o valor critico dos processos de
ramificacao definidos no passo 1, teve-se a necessidade de limitar a inferiormente o
nimero médio de descendentes por individuo nesses processos, isto leva, a obtencao

da sequéncia p,(d), tal que p.(d) < p,(d).

3. Provamos que a sequéncia de limitantes superiores, p,(d), converge para o limitante

superior no Teorema 5.1.

No passo 1, a sequéncia de processos de ramificagao é definida diferente do modo que é
apresentada aqui. Todavia, a Definicao 5.1 pode ser considerada, em certo sentido, como

um caso particular da apresentada em ( ).

No passo 2, o limitante inferior para o nimero médio de descendentes por individuo

é justamente d"g,(p). Esse é o passo crucial da demonstracdo, em nossa abordagem
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nao é necessario limitar o niimero médio de descendentes por individuo o que simplifica a
demonstracao, além de fornecer uma interpretacao probabilistica para o limitante superior

achado.

5.4 O Caso Subcritico

Agora nosso foco é entender o comportamento subcritico e encontrar um limitante

inferior para p.(d).

Teorema 5.2. Para qualquer d > 2, temos

[ 1
pe(d) > =1+ L+

Para provar o Teorema 5.2, vamos definir um processo de ramificagao que domina a
percolacao de discos, no sentido que se o processo de ramificacao morre, entao a percolacao

de discos também morre.

e Para x € V, considere:
IL,={yeV:z—yaz#y} e
I, ={x € V\{o}:0— z}.
e Defina a geracao inicial (no tempo n = 0) por:
No = |Io| (tamanho de I,), o é raiz de T,.

e Defina para x # o a variavel aleatéria

e = | L] = {z — 2'},

onde 2’ ~ x tal que 2’ pertence ao caminho conectando o com .

A prova do Teorema 5.2 serd dividida em dois passos:

1. O primeiro passo é mostrar que |I,| < oo quase certamente (q.c.). [E(z) < oo =

P(x < 00) = 1].
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2. O segundo passo é calcular E(7,) e achar para que valores de p, tal que E(n,) < 1.
[p < p(d) = E(n,) <1].

Prova do Teorema 5.2. Primeiro Passo: Seja [, e I, definidos anteriormente, entao

teremos:

L= Y Ho—a}=

zeV\{o}

E(Ll)= ) E({o—uz})

zeV\{o}

= ) Plo—u)

zeV\{o}

Desta forma, teremos

E(n) =E(L)= 3. Plo— a)

zeV\{o}

=> Y Plo-u)

n>1 z:5(o,x)=n

=> (d+1)d"'p"

n>1

= (d+1)p Y (dp)".

n>0

Converge se somente se p < %l. Para p < é, temos

1
_pd+p

C1—pd

Veja que E|l,| = ’1% < 1 para todo p < é, entao |I,| < oo quase certamente.

Segundo Passo: Para x # o, temos a variavel aleatoria 7, definida anteriormente.

Entao, teremos:
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E(ne) = E(|L]) — P(z — ')

1
= B(|Le]) — p, parap <

_pdtp

1—pd

_ pd(1+p)

1—pd -~
Veja que

d(1
3L112<1¢Hﬂu+p)<1—pd
1 —pd

o pld+2pd—1<0

9 1
Sp+2p—-<0

d
—24/4+14
Sp=—""-——7—<0
2
—244/4+14
@p:f<0,p>0

1
Sp<q/l+-=--1

E(n,) <1 parap < y/1+ 5 — 1. Portanto,

[ 1
pe(d) > =1+ 1+8'

30
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6 Modelo Epidémico na Arvore
Alternada

Até aqui vimos o caso mais simples de um modelo de percolacao, o de arvores ho-
mogeneas. Ou seja, vimos o modelo epidémico mais bésico até agora. Mas, na vida real
(na maioria das vezes), nada é tao bésico assim, intimeras doengas se espalham de forma
diferente de individuo para individuo. Por exemplo, em um artigo publicado na plata-
forma medRxiv, em 2021, mostrou que os homens contraiam e transmitiam a Covid-19
mais que as mulheres, isso quer dizer que em uma sociedade a variavel sexo possui dife-
rentes formas de transmissao. Imagina olhar para todas as variaveis relevantes para cada

doenga?

Uma forma de generalizar o que vimos até aqui, mas sem uma interpretagao muito
complexa, é olhar o caso de uma arvore alternada. Ao invés de olharmos para T,, agora
olharemos para T, ;, em que a estard associado aos vértices pares e b aos vértices impares.
Mais precisamente, definimos a arvore T,;, como arvore cujos vértices a distancia par
da raiz tem grau a + 1 e vértices a distancia impar da raiz tem grau b + 1. Na Figura
8 a esquerda podemos ver uma parte da arvore homogénea, Ty e uma parte da arvore

alternada Tj 3 a direita.
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Figura 8: Ilustracao da drvore homogénea (& esquerda) e alternada (a direita)

6.1 Comportamento Supercritico e um Limitante Su-
perior

Nesta secao, definiremos um processo de ramificagao dominado pela percolacao de
discos em T, ;. Uma forma pratica de pensar é fazer um “conjunto de blocos” de tamanho

2n ao invés de n, ou seja, cada geracao “comecard” nos vértices pares.

Formalmente, definimos:

(i) Paran =1

{1’0 ]mg) ZL‘Q} = {l’o — 1'2.}

(ii) Para todo n > 2:

n—1
{20 ™ 29} = {10 = 220} U U{xo — Lok, To = Tokt2, Tok — Ton}.
k=1

Semelhante ao caso homogéneo, consideramos um processo de ramificagao comecando

com a raiz e cujos individuos se reproduzem de acordo a variavel aleatéria:

X(n) = Z I(z = Ton).

Z2n€0(x0)

Repare que neste caso, estamos ignorando a contribui¢ao dos individuos infectados a

distancia impar da raiz, isso permite definir um processo de ramificagao simples, como no
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caso da arvore homogénea. Na Figura 9 ilustramos a defini¢ao do processo de ramificagao

em Ty 3 para o caso n = 1.

2% Geragao (potencial) de

1% Geragao (potencial) E g
f, T

Geracao inicial

,,,,,,

Figura 9: Processo de ramificagao: caso alternado

Agora, enunciamos o resultado principal deste capitulo:

Teorema 6.1. Para qualquer a,b inteiros nao negativos, com a > 2 ou b > 2, temos

N

Pe(Tap) < (1 —/1- %) : (6.1)

Enfatizamos, que o limitante obtido em (6.1) é um novo resultado.

Prova do Teorema 0.1. Seja gn(p) = P(xg P Toy,), entao:

gn(p) = IPD(Io = $2n)
n—1

= P(JIO — J,’Qn) + <P($0 — Jfgk) — P(JIO — x2k+2))]P’(x2k — J,’gn)
k=1
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Perceba que

gn+1 2n+2 + Z 2k+2 gn—k+1(p)
=p" 4+ (0" — pMgn(p) + Z P*) g rs1(p)
=p* P+ (1 - p) + Z ) gn-i(p)

=’ |gn(p) + (1 — p2)9n(p)]

= | gn(p)(1 + 1~ p2)}
=" (2= 1p")g2(p)-
Entao, por recursao, temos
9n(p) = (*)"(2 = p*)""

= (2 — )" =P(zg B ).

Agora, defina para p € [0, 1) as seguintes fungoes:

3=

fa(p,a,b) = fr(p) = [9n(p)]
f(p,a,b) = f(p) =p*(2—p°) —

1
—, 6.2
> (62)
1
6.3
— (6.3)
Temos que as funcoes f, e f satisfazem as condi¢oes no Lema 5.3. Além disso, note que
se fn(p,a,b) > 0 entao o processo sobrevive com probabilidade positiva, consequentemente

o modelo epidémico percola com probabilidade positiva. Para achar o limitante superior

para p.(T,;) basta analisar os zeros de f(p,a,b). Para isso, fazemos a substitui¢ao:

u=7p’ s uz = . (6.4)
Logo,
f(p,a,b) =0<abu(2 —u) =1 (6.5)
& abu® —2abu+1=0 (6.6)
G-t = =0 (6.7)

ab
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Resolvendo a equacao quadratica (6.7), temos que

2i,/4—% 1
=V s u=144/1-=. 6.8
u u \/ o (6.8)

2

Como p < 1= u < 1, assim a solugao desejada é

1
=1—4/1——.
“ ab
Agora, usando (6.4), temos
1\ 2
=(1—-4/1—=
= ()
Consequentemente o resultado segue. O]

6.2 Comportamento Subcritico e um Limitante Infe-
rior

A fim de estabelecer um limitante inferior para a probabilidade critica do modelo na
arvore T, ;, usaremos o seguinte resultado provado em ( ).

Proposicao 6.1. Suponha que G é um grafo de grau mdxrimo A < co. Entdo

1 3
> _ -
pe(G) > 1+<1+A—1>

Observe que o fato de G ser conectado implica em A > 1.

Como consequéncia da Proposicao 6.1, temos que

Proposicao 6.2. Para qualquer a > 2 ou b > 2, temos que

1

1 3
(T, > -1+ (1
Pe(Tas) 2 +( +max(a+1,b—|—1)—1)




36

7 Conclusao

No decorrer do texto percebemos que uma doenca infecciosa, probabilidade e café
possuem uma coisa muito importante em comum: Percolacao. Foi destrinchado sobre o
conceito de Processo de Ramificagao, Probabilidade de Extingao, Percolacao e Percolagao

de Discos, para enfim analisar o comportamento Supercritico e Subcritico do processo.

O primeiro estudo se baseou em Arvores Homogéneas, e analisando comportamento
Supercritico de um Processo de Ramificagao desenvolvemos um limitante superior. A
grande diferenca vista nesse desenvolvimento em comparacao com o visto em

( ) é em nossa abordagem nao é necesséario limitar o nimero médio
de descendentes por individuo o que simplifica a demonstracao, além de fornecer uma
interpretacao probabilistica para o limitante superior achado. Para o limitante inferior
definimos um Processo de Ramificacao Subcritico que domina a Percolacao de Discos no

caso Homogeéneo.

O segundo estudo tratou de um problema mais complexo, vimos o caso de Arvores
Alternadas. Para o caso do limitante superior estendemos o conceito que foi visto no
estudo do limitante superior em Arvores Homogéneas, e para o caso do limitante inferior

usamos um resultado previamente demonstrado em ( ).

Sabemos que mundo real ¢ muito mais complexo, possui muitas varidveis e nem todas
funcionam da mesma forma para um mesmo individuo. Para um trabalho a nivel gra-
duacao, com um nivel tedrico regular, nos restringimos aos casos de Arvores Homogeéneas e
Arvores Alternadas. Mas vale ressaltar que um estudo mais aprofundado poderia abranger

o conceito de Modelos de Percolagao de Cone, assim como o de Arvores Aleatorias.
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