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Resumo

O trabalho propoe comparar resultados tedricos de sistemas de filas com resultados
simulados. Para isso foram estudadas diversas medidas de desempenho para diferentes
sistemas de filas, e essas medidas foram estimadas também a partir da simulacao. Os re-
sultados mostraram a convergéncia das estimativas pela simulagao para os valores tedricos,
indicando um bom desempenho do algoritmo de simulacao. Além disso, foi possivel su-
gerir medidas de desempenho nao conhecidas pela teoria, como por exemplo o percentual
médio de clientes perdidos com tamanho de fila limitado.

Palavras-chaves: Sistemas de filas; Simulacao de niimeros pseudoaleatérios; Processo

de Nascimento e Morte; M/M/1/00/FIFO; M/M/1/k/FIFO.
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1 Introducao

Quando um servico estd ocupado e ainda ha clientes a ser atendidos, as filas se mos-
tram um importante assunto. Seja de atendimentos em hospitais, de pagamentos no su-
permercado ou de servigos ao consumidor via telefone, estas estao presentes e comumente
denotadas negativamente, ja que resultam necessariamente em espera e eventualmente em
imprevistos e prejuizos tanto para os clientes quanto para os prestadores de servicos. Isto
posto, a motivacao deste trabalho ¢ aumentar o aproveitamento dos servigos minimizando
o tempo de espera nas filas e adequando aos diferentes contextos, como preferencialidade.
E, se possivel, melhorar o periodo do cliente na fila com informagoes mais precisas sobre

o tempo de espera.

O artigo de [Yakimov et al.| (2017)) teve como objetivo descrever alguns programas de
modelagem estrutural (ilustragao do sistema) e de simula¢do. A metodologia consistiu
em testar os e comparar parametros da simulacao e dos valores tedricos. Notou-se que
houve uma diferenca média de 5% entre os diferentes modelos e a modelagem analitica,

o que fez o pesquisador concluir que todos os programas tiveram resultados satisfatorios.

A pesquisa de|Wang| (2019) visa melhorar o critério de prioridades da fila dos pacientes
que precisam de transplantes de rins dos Estados Unidos. Os problemas encontrados
incluem o abandono das filas, o custo de espera e o sucesso do procedimento. O diferencial
deste sistema ¢ a priorizagao de pacientes com maior risco de morte. Concluiu-se que a
maior parte dos pacientes morrem enquanto esperam na lista e que diferentes politicas

nao afetam a taxa de abandono significantemente.

O estudo de Smith e Nelson| (2015)) visou analisar o tempo virtual (tempo estimado)
de espera de clientes de um sistema que nao é estavel e que normalmente nao corresponde
ao tempo verdadeiro de espera, levando muitos clientes ao engano. A simulacao e anélise
das situagoes permitiu criar estimativas melhores para a métrica de interesse. Percebeu-se
que apesar de nao haver nada errado com as simulacoes, hd um problema na interpretagao

e consequentemente na estimativa do tempo virtual de espera. A melhor forma de fazer
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isso ¢é utilizando secoes do tempo e verificar a variancia desse dado, visto que nao é um

modelo estacionério.

O objetivo geral deste trabalho é estudar sistemas de filas e simulé-los a fim de aplicar
em problemas reais. Os objetivos especificos sao: estudar algumas solugoes tedricas, apre-
sentar as solugoes via simulacao, comparar as solucoes e simular modelos de atendimento

pouco estudados sem valores tedricos.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2 sao apresentadas as
metodologias utilizadas no trabalho, como a fundamentacao tedrica, os diferentes modelos
de filas e os métodos de simulacao. No Capitulo 3 sao apresentados os resultados das
simulagoes e comparagoes com seus valores teéricos. E, finalmente, as conclusoes no

Capitulo 4.
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2 Materiais e Métodos

A fim de compreender a Teoria de Filas, é necessario entender alguns conceitos. Por-
tanto, neste capitulo, serao apresentados primeiramente os Processos Estocasticos e a
cada secao esses processos serao explorados a fundo para ter o fundamento necessario.
Assim, a Teoria de Filas podera ser apresentada e, logo em seguida, como as simulacoes

serao feitas.

2.1 Processos Estocasticos

A partir dos Processos Estocasticos, é possivel construir conceitos importantes para
a Teoria de Filas, sao eles: as Cadeias de Markov, Processo de Nascimento e Morte e

Processos de Poisson. As definigoes estao em Mendongal (2014)).

Definicao 2.1 Seja T um conjunto arbitrdrio. Um processo estocdstico é uma familia

Z={Zy,t €T}, tal que, para cada t € T, Zu) € uma varidvel aleatoria.

Um processo estocastico é uma sequéncia de variaveis aleatérias, onde ¢ usualmente
representa o tempo. Neste caso, o conjunto dos indices 7 é identificado com N ou R*. E ¢

geralmente utilizada com o proposito de representar a evolugao aleatéria de um fenomeno.

Definicao 2.2 O estado dos espagos de um processo estocdstico é definido como o con-

Junto de todos valores possiveis que as varidveis aleatorias Zy podem assumir.

De acordo com Mendongal (2014), Se {W(), t € T} é um processo estocdstico com

espaco de estados S e conjunto de indices T, entao:

e Se S for enumeravel, o processo é dito discreto ou a valores inteiros. Se S for um

intervalo da reta, entao dizemos que é um processo a valores reais.
e Se o conjunto de indices T for enumeravel, entao dizemos que o processo é a tempo
discreto e, em geral, consideramos 7 = {0,1,2,...} e usamos {W,),n > 0} em

lugar de {W(y, t € T}. Se T =[0,00), Wiy é dito um processo a tempo continuo.
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2.1.1 Cadeias de Markov

Um caso particular de processos estocasticos é a Cadeia de Markov. Uma Cadeia de

Markov é um processo estocéastico que satisfaz:

PWigny = o | Way, Weay, oo, Wiy) = P(Wiyry = 2 | W)
Isto é, uma Cadeia de Markov é um processo em que somente a tltima informacao é
relevante para a continuidade do processo, enquanto o passado remoto nao.

Além disso, é dita como homogénea quando
PWirny =y | Wiy = 2) = PWa) =z | W) =y)

para qualquer ¢t > 0. Para facilitar a notacao, usa-se P(W1y =y | Wy = x) = P(x,y)
como a probabilidade de ir do estado x ao y em um passo. Assim, a probabilidade de um

estado mudar de x para y nao depende do instante t.

Quando temos uma Cadeia de Markov Homogénea no tempo, suas probabilidades de

transicao entre dois estados quaisquer podem ser representadas matricialmente na forma

[ P(0,0) P(0,1) --- P(0,n)]
. P(l‘,O) P(l.,l) P(l',n)
| P(n,0) P(n,1) -+ P(n,n)]

onde n é o numero de estados do processo.

Definicao 2.3 Se dois estados x e y sdo acessiveis um a partir do outro, entdo x ey se

comunicam e tal relacao serd denotada por x <> y.

Note que se o estado x se comunica com o estado y e o estado y se comunica com o

estado z, entao o estado = se comunica com o estado z.

Definicao 2.4 Uma Cadeia de Markov € dita ser irredutivel se todos os estados se co-

municam entre si.

Um exemplo de Cadeia de Markov irredutivel é um site no qual pode-se chegar a
qualquer outra pagina a partir de todas as paginas. Ou seja, todas as paginas deste site

se comunicam entre si.
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2.1.2 Processo de Nascimento e Morte

Um Processo de Nascimento e Morte é mais um caso particular de um processo es-
tocastico. O processo deve ser homogéneo, irredutivel e de tempo continuo. E importante
a compreensao deste, dado que os nascimentos e as mortes descrevem muito bem as

entradas e saidas de usudrios em um sistema de filas.

De acordo com Ross| (2014b)), os Processos de Nascimento e Morte sdo Cadeias de
Markov com estados {0, 1, ...} em que as transi¢oes de um estado ¢ apenas pode ir para

um estado ¢ — 1 ou ¢ + 1.

Suponha que o espago de estados seja S = {0,1,2,...,q,...}. Se houver uma transi¢ao

do estado ¢, isso s6 poderd ocorrer para seus estados vizinhos (¢ — 1) ou (¢ + 1).

e Nascimento é o aumento de um estado ¢ para o estado (¢ + 1)
e Morte é a diminuigao do um estado ¢ para o estado (¢ — 1)

e O processo de nascimento e morte descreve probabilisticamente como W/;) se desloca

a medida que t aumenta.

Os valores de pu, e A, sao respectivamente a taxa média de nascimento e de morte no
instante ¢t dentro de um intervalo de tempo de tamanho unitario, que descrevem o quanto
os estados aumentam ou diminuem dentro de um intervalo de tempo. Estao definidos

CO1mo:

Plg,q+1) = A (2.1)
Plgq—1) = 1-X = pm (2.2)
P(q,k) = 0, para qualquer k #¢q—1,q+ 1 (2.3)

Assim também pode-se denotar as probabilidades referentes a essas ocorréncias de transigao

para seus vizinhos imediatos:

(i) A probabilidade P(Wisyy =n+ 1| Wi = n) = At do processo mudar do estado

n para n + 1 em ¢ unidade(s) de tempo é definida como a taxa de chegada.

(ii) A probabilidade P(W(,yyy =n —1| W) = n) = p,t do processo mudar do estado

n para n — 1 em t unidade(s) de tempo é definida como a taxa de saida,
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2.1.3 Processo de Poisson

O Processo de Poisson é mais um caso particular dos processos estocasticos. Ademais,

é um caso particular do processo de nascimento e morte, da secao anterior.

Defini¢ao 2.5 De acordo com |Ross (2014b), um processo estocdstico W é chamado de

processo de contagem se:

(Z) W(t) >0 Vt.
(1i) Wi € uma varidvel aleatoria assumidos valores em N.
(iii) Se s < t, entio Wi < Wey.

(iv) Para s <t, Wy — W) € o incremento do processo no intervalo (s,t].

Note que um Processo de Contagem é um caso particular de um Processo de Nasci-

mento e Morte com taxa de mortalidade pu,, = 0.

Definigao 2.6 O processo de contagem {W), t > 0} € um Processo de Poisson com

parametro A\, A > 0 se:

(i) Wy =0 (o0 estado inicial do sistema € o estado 0).

(1i) O processo tem incrementos independentes, isto €, Wy — W) € independente de

Wiy — Wy quais quer que sejam s <t < u.

(11i) Os incrementos em qualquer intervalo de comprimento t tem distribuicio Poisson

com média \t. Isto €, para todo s, t > 0

oy (AB)*
PWitrs) = Wiy =) = e ”%-
Note que da condicao segue que o processo Poisson tem incrementos estacionarios,

ou seja, os incrementos nao dependem do intervalo de tempo, além disso
E [W(t)] = A\t

O que explica o motivo de A ser chamado de taxa do processo.

Um resultado importante também é que o tempo entre ocorréncias sucessivas em um
Processo Poisson de taxa A também pode ser vista como uma variavel aleatoria que é
distribuida exponencialmente. A demonstracao desse resultado pode ser encontrada na

Segao 2.4 do livro “Teoria de Filas Markovianas e Aplicagdes”de |Mendonga (2014).



2.2 Teoria de Filas 17

Seja W um Processo de Poisson com taxa A. Seja T a variavel aleatéria definida pelo
tempo que o processo demora para sair do estado 0 para o estado 1, entdao 17 «~~ Exp()\).
De forma geral, se T' é o tempo que o processo demora para sair do estado x e ir para o

estado z + 1, entdo 7'~ Exp()\).

2.2 Teoria de Filas

Vejamos agora a teoria apresentada aplicada aos Sistemas de Filas.

2.2.1 Processo estocastico N

Defina um processo estocastico N = {Ny;), ¢ € T}, tal que, para cada i € T, N é
uma variavel aleatéria que representa a quantidade de pessoas presentes em um sistema
de filas no tempo . Dessa forma, o espago de estados é definido como S = {0,1,2,...},

que sao valores inteiros que N(; podera assumir.

Por exemplo, se Ny = 3, ha 3 pessoas no sistema no tempo ¢ = 2. Esse sera o

processo estocédstico de interesse desta segao.

Ny ¢ uma Cadeia de Markov visto que é um processo estocastico em que somente a
ultima informacao é relevante para a continuidade do processo, além disso, suponha que

satisfaz as seguintes suposigoes:

e Homogeneidade: P(N;1) =y | Ny =) = P(Nay =y | Ny = z), que significa

que as probabilidades de transi¢ao entre os estados nao mudam ao longo do tempo.
e Irredutibilidade: todos estados comunicam entre si

e Parametro ¢ continuo: o conjunto de indices de i é continuo, T' = [0, 00).

No contexto de filas, a homogeneidade significa que as probabilidades de mudanca de
quantidade de clientes no sistema nao muda ao longo do tempo. A irredutibilidade sig-
nifica que o sistema pode mudar para qualquer quantidade de clientes. E o parametro
continuo significa que os intervalos de tempo sao continuos. Como resultado destas su-

posigoes, tem-se que [V(;) ¢ um processo de nascimento e morte.

De acordo com |Smith| (2018)), denota-se os conceitos de nascimento e morte ja vistos

anteriormente, no contexto da teoria de filas:

e Nascimento ¢ a chegada de um novo cliente no sistema de filas.
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e Morte ¢é a saida de um cliente atendido.
Assim como as taxas de chegada, servigo, nascimento e morte.

(i) A taxa de chegada P(N(yy) =n+ 1| N =n) = At é a probabilidade de entrar

um novo cliente no sistema em um intervalo ¢ de tempo.

(ii) A taxa de saida P(N(4y) =n — 1| N =n) = put é a probabilidade de sair um

cliente do sistema em um intervalo ¢ de tempo.

Define-se A = {A;),i € T}, como um processo estocastico, tal que, para cada i € T
A(;) € uma varidvel aleatéria que representa o total de pessoas que chegaram no sistema
até o tempo 7. Além disso, é possivel notar que a varidvel Ag;) ¢ um processo de contagem,
ja que A(;y também ¢ um valor inteiro nao negativo e para s <, Ay < Ay e Ay — Ag)

é o nimero de eventos que ocorreram no intervalo (s, ].

Como sera considerado também que: o sistema de filas sempre comeca vazio Ay = 0,
0 processo com incrementos independentes e o nimero de eventos em qualquer intervalo

de comprimento ¢ tem distribuicao Poisson com média A\

(AT
P(A(t+s) — A(S) = l") =€ At—( .CIZ')

Logo, A(;) ¢ um Processo Poisson.
A principal diferenca entre os processos N e A é que o processo N descreve a quanti-

dade de pessoas presentes no sistema em um certo intervalo de tempo, enquanto o processo

A descreve o total de pessoas que chegaram no sistema até um certo intervalo.

Além desses processos, define-se D) = A — N(y) = nimero de pessoas que sairam

do sistema até o instante t.

2.2.2 Caracteristicas das filas

Existem varios tipos de sistemas de filas. Antes de analisa-los, é necessario definir

bem suas caracteristicas. As principais caracteristicas de um sistema de filas sao:

e Padrao de entrada ou chegada de clientes: a forma como as chegadas ocorrem.
E especificada pelo intervalo entre duas chegadas consecutivas. A distribuicao de

tempo ¢é considerada exponencial.
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e Padrao de servigo: é a maneira em que o servico é feito. E especificado pelo

tempo que se leva para completar um servico, com distribuicao exponencial.

e Nimero de servidores ou canais de servico: um sistema pode ter um tnico
servidor ou um numero de servidores paralelos. Um cliente que chegar e encontrar

mais de um servidor pode escolher aleatoriamente qualquer um deles.

e Capacidade do sistema: um sistema pode ter uma capacidade infinita, isto é, a
fila pode crescer a qualquer extensao ou finita. Se for finita, ela sera especificada

pelo nimero de lugares disponiveis para a fila.

e Disciplina da fila: indica a maneira em que cada unidade é atendida. Por exemplo,
first in - first out (FIFO), sistema em que os usudrios sao atendidos na ordem das

chegadas que é a disciplina mais comum.

Um exemplo de um sistema de filas é o atendimento de emergéncia de um hospital, no qual
é possivel supor que as chegadas ocorrem de acordo com uma distribuicao exponencial
(padrao de entrada), o tempo para o atendimento ser feito tem distribuigdo exponencial
(padrao de servigo), existem vérios possiveis médicos para realizar o atendimento (nimero
de servidores), a fila ndo é limitada (capacidade do sistema) e os atendimentos ocorrem
conforme a chegada dos pacientes (disciplina da fila). Um exemplo de sistema de filas que
nao ocorre conforme a chegada dos clientes é o First Fxpire, First Out, que significa que
o primeiro a ter uma certa validade, sera atendido primeiro. O que pode acontecer com

produtos pereciveis no supermercado.

2.2.3 Modelos de filas

As nomenclaturas dos modelos seguem a notagao de [Kendall (1953).A primeira letra
refere-se a como as chegadas ocorrem, a segunda letra aos atendimentos, o niimero a seguir
mostra a quantidade de postos de atendimentos. Em seguida, a capacidade do sistema
(ilimitada ou limitada). E, por ultimo, em que ordem os atendimentos sao feitos. Como
neste trabalho apenas os sistemas mais simples foram feitos, apenas sistemas com M/M
serao vistos, que tanto as chegadas quanto os atendimentos sao processos markovianos

com distribuicao exponencial.

2.2.3.1 M/M/1/00/FIFO

Este é o modelo mais simples de filas, pode ser representado como M/M/1. Um

exemplo de M/M/1 é uma loja com um tunico caixa e sem preferencialidade. Nesse
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sistema, a primeira pessoa que entra na fila serd a primeira a ser atendida, apenas uma
pessoa por vez pode realizar o pagamento e nao ha um limite definido para quantas pessoas

aguardam na fila. Tem as seguintes caracteristicas:

FIFO - os usuarios sao atendidos na ordem das chegadas;

Tempos de chegada seguem distribuicao exponencial de parametro \;

Tempos de atendimento seguem distribuicao exponencial de parametro p;
e Um unico posto de atendimento;

N3o ha um limite de tamanho da fila.

2.2.3.2 M/M/1/k/FIFO

Pode ser representado como M/M/1/k. Suas caracteristicas sao iguais a do M/M/1

com excecao do tamanho da fila, que se limita a um k. Portanto, suas caracteristicas sao:

Atendimento conforme a chegada na fila;

Tempos de chegada seguem distribuicao exponencial de parametro \;

Tempos de atendimento seguem distribuicao exponencial de parametro p;

e Um unico posto de atendimento;

H&4 um limite de tamanho k para a fila.

2.2.3.3 M/M/c/ooc/FIFO

Este modelo tem ¢ postos de atendimentos ao invés de um tunico, como o M/M/1.

Pode ser exemplificado por um supermercado com varios caixas e uma unica fila.

Atendimento conforme a chegada na fila;

Tempos de chegada seguem distribuicao exponencial de parametro A;

Tempos de atendimento seguem distribuicao exponencial de parametro u;
e Tem c postos de atendimentos;

e N3io hd um limite de tamanho da fila.
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2.2.3.4 M/M/c/k/FIFO

Este modelo é similar ao M/M/c, mas existe um limite para a quantidade de pessoas
na fila. Por exemplo, um supermercado com intimeros caixas, uma tnica fila que apenas

pode chegar ao tamanho k.

Atendimento conforme a chegada na fila;

Tempos de chegada seguem distribuicao exponencial de parametro \;

Tempos de atendimento seguem distribuicao exponencial de parametro u;

¢ postos de atendimentos;

Fila de tamanho méaximo k.

2.2.3.5 Caso Particular: M/M/c/c/FIFO

Neste modelo, nao ha formagao de filas, o cliente s6 entra no sistema se houver um

posto de atendimento livre.

e Atendimento conforme a chegada na fila

e Tempos de chegada seguem distribuigao exponencial de parametro A

Tempos de atendimento seguem distribuicao exponencial de parametro u

¢ postos de atendimentos

Fila de tamanho méaximo c.

2.2.4 Medidas de desempenho

Agora serao apresentadas medidas comumente utilizadas para analisar e comparar os
modelos, encontradas em [Mendonga (2014). As medidas sdo importantes para o estudo e
comparacao de sistemas. Neste trabalho, também sera 1til para verificar se o método de

simulagao dos sistemas estd condizente com a teoria de filas. Podem-se citar:

Tempo médio de permanéncia de um usuario qualquer no sistema (W);

Tempo médio de espera de um usudrio qualquer na fila (W,);
e Nimero médio de usudrios na fila (L) ;

e Nimero médio de usudrios no sistema (L);
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e Probabilidade de se ter mais de k elementos no sistema (P(N > k)) ;
e Funcao de distribuicao acumulada do tempo de espera na fila (Wyq));
e Funcao de densidade do tempo de espera na fila (wq));

e Funcao de distribuigdo acumulada do tempo de permanéncia no sistema (W (t)).

Os parametros sao valores feitos a partir de A e u, e sao usados na construcao das

medidas de desempenho:

e p ¢ a taxa de ocupagao utilizagao do sistema;
e P é a probabilidade de haver 0 usuarios no sistema;
e P, é a probabilidade de haver n usudrios no sistema;

e P, ¢é a probabilidade de usudrios rejeitados pela limitacao de ¢ usuarios na fila.

Nem sempre sao conhecidas todas as medidas de desempenho para todos os sistemas

apresentados. Vejamos aquelas conhecidas.

2.2.4.1 M/M/1/00/FIFO

O modelo M/M/1 é o sistema mais simples de todos. Esta se¢ao contém a apresentacao
e algumas demonstracoes de suas medidas de desempenho. Para os modelos seguintes,
serao apresentados apenas os resultados, dos quais as demonstragoes se encontram na
Secao 2.6 em [Mendonca/ (2014)).

Parametros

As taxas de chegada e de saida sao constantes e dadas por:

A =AVn>0e p, =pVn>1.

Além disso,
P,(t)=PFP,¥n>0

. Ou seja, as probabilidades de mudanca de estados nao mudam dependendo do instante ¢.

Para este processo, obtém-se os seguintes resultados, demonstrados por Mendonga, (2014)):

i@)“] | (2.4

\7
Pn:—P(), VnZlePoz
Mn
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onde a soma geométrica sd converge se ﬁ < 1. Neste caso, tem-se:

A\
P=1-2, 2.5
0 . (2.5)

O parametro p é denominado como taxa de ocupacao/utilizacao do sistema, que é dado
por:
A
p=— (2.6)
1

que substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4) leva a:
P,=p"(1-p), ¥n>0 (2.7)

. Funcao de distribui¢ao acumulada do tempo de espera na fila (W,(t))

Ainda considerando o sistema no regime estaciondrio, seja 7}, a variavel aleatdria
continua que representa o tempo que um usudrio permanece na fila. Esse tempo depende
de quantas pessoas estao na frente e de quanto tempo cada atendimento tera. E possivel

identificar dois casos na chegada de cada usudrio no sistema:

1. O sistema esta vazio, entao T}, = 0;

2. Ha n elementos no sistema, n > 0, entao, 7, > 0.

Seja W,(t) a fungao de distribui¢ao acumulada de T}, que expressa a probabilidade de um

usuario qualquer aguardar na fila no maximo um tempo ¢ > 0. Entao:

W,(t) = P(T, < t).

e para t > 0,
oo
W, (t) = Z P(n usudrios no sistema e os n servigos completados até t)
n=0

Definindo T{,) como a varidvel aleatéria continua que representa a soma dos tempos de
atendimento de n usudrios consecutivos. Os tempos de servicos sao independentes e expo-

nencialmente distribuidos com taxa p. Como consequéncia, T{,) segue uma distribuicao
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de Erlang de parametros n e p. Assim, Vt > 0,

W,(t) = W,(0)+ Z P[(n usudrios no sistema N (T(,) < t))] (2.8)
n=1
= P+ Z P,P[T,) < t|n usuarios no sistema] (2.9)
n=1
N tp(p)™!

= aepa o ([ B e do (2.10)

¢
= (1—p)+p(1— p),u/ e~ Nz, (2.11)

0

Sabendo que (u — A) = u(1 — p), tem-se:

Wo(t) = (1—p)+p—pe WV (2.12)
= 1— pe =M (2.13)

Funcao de densidade do tempo de espera na fila (wq) (%))

Derivando-se a sua fungao de distribuicao acumulada, obtém-se a funcao de densidade:

dW,(t)  d(1 — pe= (=2t _
wy(t) = ;t( )_ A y7 L o= nye

Funcao de distribui¢ao acumulada do tempo de permanéncia no sistema (W (t))

Assim como foi obtida W,(t), pode-se obter a distribuicao acumulada do tempo 7" de

permanéncia no sistema, W (¢):

W(t)=1—e 1Pyt >0, (2.14)
Para os demais sistemas de fila os resultados encontram-se nos Apéndices|[I]e 2] que foram
retirados de Mendonga) (2014). Tempo médio de espera na fila (W,)

Seja T, a varidvel aleatéria continua que representa o tempo que um usudrio perma-
nece na fila. Isso depende do nuimero de unidades que estao na frente e do tempo dos

atendimentos. O valor esperado de Tj ¢ dado por

W, — E[T,) = / " (1)t

- / tp(u—)\)e*(“*)‘)tdt
0
A

plp—=2A)  p—A

Tempo médio de permanéncia no sistema (W)
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Esta média pode ser calculado observando-se que o tempo médio que um usudrio
permanece no sistema é igual a soma do tempo médio de espera na fila com o tempo

médio de atendimento:
1 A 1 1
Top opp=N) o op— A (2.15)

Nimero médio de usudrios na fila (L,)

Seja N, a varidvel aleatéria discreta que representa o nimero de usudrios na fila no

regime estacionario e L, seu valor esperado. Entao:

N—1, VN >1,
N, = (2.16)
0, N =0,
de onde
L, = E[NJ=Y (n=1)P,=> nP,—=) P,=L-1+P (2.17)
n=1 n=1 n=1
p p—p+p° P’
= L 141-p= — 2.18
= i-p) (-9 219

Nimero médio de usudrios no sistema (L)

A taxa média de ingressos no sistema é representado por E[A]. E o nimero médio de

usuarios num sistema ¢ dado por

L = E[A]W.

Além disso, héa outras relagoes, como:
W =W, + E[S]
onde S é o tempo que um usudario qualquer permanece em atendimento,

L, B
Wa =g © Lo = L = FIAIELS)

Assim, para este modelo, tem-se E[A] e E[S] = i, portanto:

A

L =2
= A

Probabilidade de se ter mais do que k elementos no sistema (P(IN > k))
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de onde segue que

2.2.4.2 M/M/1/k/FIFO

Parametros

As taxas de chegada e saida:

A, 0<n<k,
0, n>k
Ly = p V0 > 1.

A taxa de ocupagao de utilizagdo do sistema

p=—
I

As probabilidades de haver 0 e n usuarios no sistema:

1 _ 1 —
1o p=1 P, = k+1° p=1

PO - 1
1_ — "3
1_pkp+17 p#1 (1_;2)51 , p#1

Tempo médio de permanéncia no sistema (W)

L

W= A1— D)

Tempo médio de espera na fila (W,)

Ly

W = _——“9
N1 - Py

26

(2.19)

(2.20)
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Nimero médio de usudrios no sistema (L)

k

L=47%
[1+kp*+1—pF (k+1)]
£ (1_pp)(1_i;k+1) , Sep 7£ L.

sep=1

Nimero médio de usudrios na fila (L,)
Ly=L—1+P,

Probabilidade de se ter mais do que k elementos no sistema (P(IN > k))

k+1-k

k 1— k+1—k

T sep#l

se p=1

Funcao de distribuicao acumulada do tempo de espera na fila (W,(t))

n — < ) <k-1
=7 p NS
— — (ut)’
Wo(t) =1— ZQn-H Z i et
n=0 =0

2.2.4.3 M/M/c/co/FIFO

Parametros

As taxas de chegada e saida:

nu, sel<n<c,
A =AVYVn>0 p, =

cl, sen > c.

Denotando r = %, a taxa de utilizacao do sistema é

c—1 -1 rn
n ¢ P sel<n<e
ZT cr 071 = )

n
Py=—, sen>c

cv—¢ecl?
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Tempo médio de permanéncia no sistema (W)

1 U
W =—
i e Di(ep— A2

Tempo médio de espera na fila (W)

Py

U
W, = P
T =Dl —A)2""

Nimero médio de usudrios na fila (L,)

I Pyerett
- clle—r)?

Nimero médio de usudrios no sistema (L)

Tc+1c
L= — P
+ e

Funcao de distribuicao acumulada do tempo de espera na fila (W,(t))

ef(c,uf)\)t

Walt) =1 = Py —

2.2.4.4 M/M/c/k/FIFO

Parametros

As taxas de chegada e saida sdo dadas, respectivamente, por

A A 0=n<k, nu, 1<n<ec,
n — e fp =
0. n=zk e, c<n <k
A probabilidade de haver n e 0 usuérios no sistema
P (%)Pﬂ? 1§”§C—1,
(c!ctln—cl) P07 & S n S k.
e(h—erny]
P ZE)%!*%} ,  sel=1
0 — o1 pn Tc(lf % kfc+1) .
Z"OHJFC!(E—]Z) , seg#l

Tempo médio de permanéncia no sistema (W)

com N = \(1— Fy)

28
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Tempo médio de espera na fila (W,)

com N = \(1— Py).

Nimero médio de usudrios na fila (L)

L — Porett ([(5) = 1]k —c+ 1)(%)’“—0 +1-— (E)k—c-i-l)
Lo - ()

Nimero médio de usudrios no sistema (L)

c—1
L= Lq+c+Z(n—c)Pn.

n=0
2.2.4.5 Caso Particular: M/M/c/c/FIFO

Parametros

As taxas de chegada e saida:

A 0<n<e,
Ap = e, =np, 1 <n<ec
0, n>c

As probabilidades de haver n e 0 usudrios no sistema:

2.3 Simulacao

Um dos objetivos deste trabalho é simular os sistemas de fila. A ideia é estimar os

valores das medidas de desempenho a partir dos valores simulados.

2.3.1 Numeros Pseudo-aleatdrios

Nao ha como gerar nimeros verdadeiramente aleatérios computacionalmente por nao
ser um processo mecanico, como jogar uma moeda para observar a face que ficou para
cima. Assim, utilizar-se-a métodos de gerar niimeros pseudo-aleatérios que podem ser

encontrados em alguns livros, como por exemplo (ROSS| 20144).

Para gerar uma sequéncia de nimeros pseudo-aleatérios primeiro é definido um valor
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inicial X, chamado de semente, entao os demais niimeros desta sequéncia sao calculados

recursivamente, especificando-se positivos inteiros a, ¢ e m, da seguinte forma:
Xpy1 = (aX, +¢) modm, n>0 (2.21)

O que significa que aX,, 4+ ¢ é dividido por m e o resto é usado como o valor de X, ;1. A
quantidade X,,/m serd levada como uma aproximagao para a varidvel aleatéria de uma
distribuigao uniforme no intervalo (0,1). Esse método é um dos mais simples e é chamado

de gerador congruencial linear (LCG).

De acordo com Ross| (2022)), aconselha-se escolher alguns valores para a e m a fim
de que a repeticao da semente X, ocorra depois de muitos valores serem gerados. Para
que isso aconteca, m deve ser um numero primo grande que ¢ suportado pela memoéria do

computador. Critérios que os parametros devem satisfazer:

(i) Para qualquer semente inicial, a sequéncia resultado tem a aparéncia de ser uma

sequéncia independente de varidveis aleatérias de distribuicao U(0, 1)

(ii) Para qualquer semente inicial, o nimero de varidveis que podem ser geradas antes

da repeticao acontecer é grande

(iii) Os valores podem ser computados eficientemente pelo computador

Os valores a = 75 = 16807 e m = (2% — 31), que contemplam os critérios, foram

sugeridos por Ross e serao os valores escolhidos pra as simulagoes.

Como exemplo, serao calculados os 10.000 termos desta sequéncia com Xy = 10 e
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c=0:
X 10
X, =16807-10 mod (2% — 31) 1585457046

X, = 16807 - 1585457046 mod (2% — 31) 17979865142

X3 = 16807 - 17979865142 mod (2*° — 31) 28054758115
X4 = 16807 - 28054758115 mod (2% — 31) 31990279331
X5 = 16807 - 31990279331 mod (2% — 31) 33798990691
X = 16807 - 33798990691 mod (2% — 31) 24442373151
X; = 16807 - 24442373151 mod (2*° — 31) 32293881283
Xg = 16807 - 32293881283 mod (2% — 31) 16835985727
Xogg9g = 16807 - 17045897409 mod (2% — 31) 33259506405
X10000 = 16807 - 33259506405 mod (2% — 31) 28300899321

Fazendo u; = X;/m para cada ¢ e arredondando para 4 casas decimais, obtém-se os

numeros:

Uu;

Valor

Uy
Uz
Uus
Uy
Us
Ue
Uz

us

U9999

U10000

0,0461
0,5233
0,8165
0,9310
0,9837
0,7114
0,9399
0,4900

0,9680
0,8237

Dessa forma, tem-se a geracao de 10.000 termos de uma sequéncia pseudo-aleatéria,
que serd considerada como uma geragao de uma amostra aleatéria com distribuicao

U(0,1), importante para a geragao de amostras de outras distribuicoes.
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n 1.00 4
2.0% - AR O AT
I 1 0.754
1.5%
= 1 UQ_, 0.501
=
1.0%
0.25
0.5%
0.0% 0.00 1
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Valores I:l Simulados . Reais Valores = Simulados =sm Reais
N = 10.000

Figura 1: Comparacao entre a distribuigao uniforme (0,1) e os valores gerados

2.3.2 Como gerar uma amostra de exp(\)

A partir da geragdo da uniforme (0, 1), torna-se possivel gerar amostras de outras
distribuicoes. O método usado para gerar uma amostra pseudoaleatéria da distribuigao
exponencial de parametro A\ serd o da Transformada Inversa, usado para gerar variaveis
aleatorias de distribuigoes continuas com funcao de distribuicao acumulada conhecida e

inversivel.

O método consiste em utilizar a funcao de distribuicao acumulada inversa da distri-

buigao de interesse F~! e o valor u da U(0, 1) gerado pelo método LCG nessa fungao.

Proposicao 2.1 U € uma varidvel aleatdria uniforme U(0,1). Para qualquer distribui¢ao

continua F' se definirmos a varidvel aleatoria Y por
Y = F~4(U)

entao a varidvel aleatéria Y tem uma funcao de distribuicao F. [F~1(u) € definida para

ser igual ao valor y, para o qual F(y) = u/

Assim, como a funcao de distribuicao da exponencial é continua, pode-se utilizar esse

método para gerar amostras aleatorias.



2.8 Simulacgao 33
A F de uma distribui¢ao exponencial ¢ 1 — e, entao F'~'(u) é o valor de y em que
l1—e¥=u

ou

y = —log(1l —u)

Ja que U ¢é uma variavel uniforme (0, 1), entao

FHU) = —log(1 - U)

é uma variavel aleatoria exponencialmente distribuida. Além disso, como 1 — U
também é uniformemente distribuido no intervalo (0, 1), segue que —log(l — U) é ex-
ponencialmente distribuido com média 1, e —clog(1 — U) é exponencialmente distribuido

com média c.
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Lambda = 0.5 Lambda =1 Lambda = 10
1.00 A 1.00 A 1.00 A
0.754 0.754 0.754
53 53 53
L 0.50 A L 0.50 4 I 0.50 4
0.254 0.254 0.254
0.00 4 0.00 4 0.00 4
T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
X X X

Valores mmm Simulados mmm Reais

N =10.000

Figura 2: Distribuicao acumulada exponencial real e simulada

Lambda = 0.5 Lambda =1 Lambda = 10
0.54 1.00 4 10.0 4
0.4
0.754 7.54
0.3
= % 050 X 501
= = =
0.2
0.2514 2.5
0.1
0.0 0.0014 0.0
0 5 10 15 20 0 5 10 0.0 0.3 0.6 0.9
X X X
Valores D Simulados . Reais
N =10.000

Figura 3: Distribuicao da densidade exponencial real e simulada

Os gréficos da Figura [2] comparam os valores reais e simulados da distribuicao acu-
mulada da exponencial. Nota-se que para diferentes valores de A, os valores simulados se
aproximam aos valores reais. A Figura |3| realiza algo semelhante para a distribuicao de

densidade, e a distribuicao simulada também converge.
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3 Resultados

O software utilizado para as simulagdes ¢ R Core Team (2022). Serao simulados diver-
sos sistemas com taxas de chegada e de atendimento diferentes, cada sistema sera simulado
1 vez considerando uma janela de tempo de 25000 minutos. As medidas de desempenho
serao estimadas a partir dos valores computados nas simulagoes. Por exemplo, em cada
simulagao, para estimar o tempo médio de permanéncia no sistema (W), serd computado
o total de tempo de permanéncia no sistema de todos clientes e isso sera dividido pelo
numero total de clientes. Para checar se a medida esta convergindo para o valor tedrico
do sistema, essa medida sera estimada a cada cliente novo no sistema ou a cada mudanca
de estado do sistema, dependendo da medida calculada. Assim, haverd uma estimativa
final para cada medida em todas as simulagoes realizadas. A Tabela 1 e 2 mostram as

combinagoes de parametros simuladas neste trabalho:

A
—H A vk
0.50 1.00

0.50 1.00 5
0.75 1.00

0.75 1.00 5
0.50 2.00

0.50 1.00 10
0.75 2.00

0.75 1.00 10
1.00 2.00

Tabela 2: M/M/1/k
Tabela 1: M/M/1/0c0

E interessante lembrar que A é o parametro dos tempos de chegada entre os clientes,
Ay v Exp(X). Logo, E(A) = %,

de chegada. Analogamente, u é o parametro dos tempos de atendimento dos clientes,

ou seja, quanto menor for A, maiores serao os intervalos

D¢y v Exp(p). Assim, quanto menor for p, maiores os tempos para os clientes serem
atendidos. Como consequéncia, quanto mais préximo A for de u, mais ocupado o sistema
serd, pois os clientes chegarao com uma frequéncia préxima da frequeéncia de que estao

sendo atendidos. Além disso, para as filas nao ter um valor infinido, A < pu, visto que



3.1 M/M/1/s0/FIFO 36

p =2 < 1eéataxa de utilizacao do sistema ou a probabilidade do sistema estar ocupado.

= [>

3.1 M/M/1/0cc/FIFO

Este é o sistema mais simples. Os clientes sao atendidos conforme a chegada, ha ape-
nas um posto de atendimento e nao ha um limite para o tamanho da fila. Os parametros
e as medidas de desempenho podem ser encontradas, respectivamente, nos Apéndices 1| e

2

Tabela 3: Parametros e Medidas Tedricas

u A P w W, L L,
1.000 0.500 0.500 2.000 1.000 1.000 0.500
1.000 0.750 0.750 4.000 3.000 3.000 2.250
2.000 0.500 0.250 0.667 0.167 0.333 0.083
2.000 0.750 0.375 0.800 0.300 0.600 0.225
2.000 1.000 0.500 1.000 0.500 1.000 0.500

A Tabela [3| mostra os parametros e medidas de desempenho tedricos.

3.1.1 Pseudocdodigo

1. definir

e tempo: janela de tempo que o sistema ficara aberto

e \: parametro para a distribuigao exponencial dos tempos de chegada entre os

clientes

e ,: parametro para a distribuicao exponencial dos tempos de atendimento de

cada cliente

e k: parametro que limita o tamanho das filas
2. iniciar vetor chegadas (tempos de chegadas entre os clientes)

3. enquanto soma de chegadas < tempo
chegada = exponencial \

concatenar chegada a chegadas
4. tirar o ultimo item de chegadas que passa do tempo.
5. iniciar vetor HoraChegou (hora que cada cliente chegou no sistema)

6. HoraChegou[l] = chegadas|1]
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7.

10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

para i de 2 a tamanho de chegadas
HoraChegouli] = HoraChegou[i-1] + Chegadas[i] (Hora de chegadas)

NumeroClientes = tamanho de chegadas

. iniciar vetor Fila (tamanho da fila para cada cliente)

iniciar vetor HoraEntrou (hora que cada cliente entrou em atendimento)
iniciar vetor HoraSaiu (hora que cada cliente saiu do sistema)

iniciar vetor saturado (vetor que guarda os clientes que ndo entraram no sistema

porque a fila atingiu seu limite)

fila = 0 (controla o tamanho da fila)

clienteatendido = 0 (nimero de clientes atendidos até o instante t)

ocorrencia = “chegada” (controla qual a prozima ocorréncia no sistema)
atendimento = “sem cliente” (controla o atendimento imediato ou a entrada na fila)
t = HoraChegou[l] (instante da prdozima ocorréncia)

tproxsaida = oo

iproxsaida = oo

tproxchegada = HoraChegoul[1]

iproxsaida = 1

repetir
e se ocorrencia == “chegada”

— se atendimento == “sem cliente”
atendimento = “com cliente”
concatenar t a HoraEntrou
tempoatendimento = exponencial p
tproxsaida = t + tempoatendimento
iproxsaida = iproxchegada
iproxchegada = iproxchegada + 1
tproxchegada = Horachegou[iproxchegadal]

— caso contrdrio (atendimento == “com cliente”)

fila = fila 4+ 1

concatenar fila a Fila

iproxchegada = iproxchegada + 1
tproxchegada = Horachegou[iproxchegadal]
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e caso contrario (se ocorrencia == “saida”)
concatenar t a HoraSaiu
clienteatendido = clienteatendido + 1

se clienteatendido == NumeroClientes quebrar repetir

— se fila ==
tproxsaida = oo
iproxsaida = oo
atendimento = “sem cliente”
concatenar fila a Fila

— caso contrario (se fila # 0)
fila = fila - 1
concatenar fila a Fila
concatenar t a HoraEntrou
tempoatendimento = exponencial p
tproxsaida = t + tempoatendimento

iproxsaida = iproxsaida + 1

e se tproxsaida > tproxchegada
t = tproxchegada
ocorrencia = “chegada”
e caso contrario (se tprorsaida < tprozchegada)
t = tproxsaida
ocorrencia = “saida”

e voltar ao item 22

3.1.2 Simulacao

A Figura [4] é o grafico de todas as medidas de desempenho com p =1 e A = 0.5.
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Teoricamente, a média de tempo em que os clientes chegam é de 2 minutos e a média de

atendimento é de 1 minuto. Nesse sistema, em geral, os clientes levam mais tempo para

chegar do que para serem atendidos. A linha azul representa o valor tedrico da medida. O

restante dos graficos com outros i e A estao no apéndice. As medidas de cada simulacao,

tempo médio de permanéncia no sistema, na fila e nimero médio de pessoas no sistema

e na fila, convergem para a medida tedrica
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Figura 4: Medidas de desempenho

Nota-se que os valores tedricos para as medidas de desempenho aproximam-se aos
seus respectivos valores tedricos. Os resultados para as outras combinacoes de A e p,

apresentadas na Tabela [3] encontram-se no Apéndice

3.2 M/M/1/k/FIFO

Este é um sistema muito similar ao M/M/1/00/FIFO, mas a sua fila é limitada
pelo parametro k. Os parametros e as medidas de desempenho podem ser encontradas,

respectivamente, nos Apéndices [I] e [2|
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Tabela 4: Parametros e Medidas Tedricas
u Ak p w W, L L,
1.000 0.500 5 0.500 1.838 0.838 0.905 0.413
1.000 0.500 10 0.500 1.990 0.990 0.995 0.495
1.000 0.750 5 0.750 2.444 1.444 0.701 1.005
1.000 0.750 10 0.750 3.403 2.403 2.515 1.776
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A Tabela[d] mostra as combinagdes de parametros que foram simulados neste trabalho.

3.2.1 Pseudocdédigo

1.

10.
11.
12.
13.

14.

definir

e tempo: janela de tempo que o sistema ficard aberto

e )\: parametro para a distribuicao exponencial dos tempos de chegada entre os

clientes

e ,: parametro para a distribuicao exponencial dos tempos de atendimento de

cada cliente

. iniciar vetor chegadas (tempos de chegadas entre os clientes)

. enquanto soma de chegadas < tempo

chegada = exponencial A

concatenar chegada a chegadas

. tirar o tltimo item de chegadas que passa do tempo.
. iniciar vetor HoraChegou (hora que cada cliente chegou no sistema)

. HoraChegou[l] = chegadas][1]

para i de 2 a tamanho de chegadas
HoraChegouli] = HoraChegou[i-1] + Chegadas[i| (Hora de chegadas)

. NumeroClientes = tamanho de chegadas

. iniciar vetor Fila (tamanho da fila para cada cliente)

iniciar vetor HoraEntrou (hora que cada cliente entrou em atendimento)
iniciar vetor HoraSaiu (hora que cada cliente saiu do sistema)

fila = 0 (controla o tamanho da fila)

clienteatendido = 0 (numero de clientes atendidos até o instante t)

ocorrencia = “chegada” (controla qual a préxima ocorréncia no sistema)
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15. atendimento = “sem cliente” (controla o atendimento imediato ou a entrada na fila)
16. t = HoraChegou[l] (instante da prézima ocorréncia)

17. tproxsaida = oo

18. iproxsaida = oo

19. tproxchegada = HoraChegou/[l]

20. iproxsaida = 1

21. repetir
e se ocorrencia == “chegada”

— se atendimento == “sem cliente”
atendimento = “com cliente”
concatenar t a HoraEntrou
tempoatendimento = exponencial p
tproxsaida = t + tempoatendimento
iproxsaida = iproxchegada
iproxchegada = iproxchegada + 1
tproxchegada = Horachegou[iproxchegadal]

— caso contrario (atendimento == “com cliente”)

x se a fila == k (tamanho da fila chegou no limite)

concatenar iproxchegada a saturado

% caso contrario (se a fila ainda nao chegou ao limite)
fila = fila + 1

— concatenar fila a Fila

iproxchegada = iproxchegada + 1
— tproxchegada = Horachegou[iproxchegada]

e caso contrario (se ocorrencia == “saida”)

proxsaida = clienteatendido + 1

— se a proxsaida estiver no vetor saturado
concatenar fila a Fila
concatenar 0 a HoraSaiu
clienteatendido = clienteatendido + 1
— caso contrario concatenar fila a Fila
concatenar t a HoraSaiu

clienteatendido = clienteatendido + 1



3.2 M/M/1/k/FIFO 42

e proxentrada = tamanho de HoraEntrou + 1
— se proxentrada estiver no vetor saturado
— caso contrario

x se fila == 0
tproxsaida = oo
iproxsaida = oo
atendimento = “sem cliente”

concatenar fila a Fila

% caso contrario (se fila # 0)
fila = fila - 1
concatenar fila a Fila
concatenar t a HoraEntrou
tempoatendimento = exponencial u
tproxsaida = t + tempoatendimento

iproxsaida = iproxsaida + 1

e se tproxsaida > tproxchegada
t = tproxchegada

ocorrencia = “chegada”

e caso contrario (se tproxsaida < tprorchegada)
t = tproxsaida

7

ocorrencia = ‘“saida

e voltar ao item 21

3.2.2 Simulacao

A Figura [5] mostra a simulagao para A = 0.5, u =1 e k = 5. Nesse sistema, em geral,
os clientes levam mais tempo para chegar do que para serem atendidos. A linha azul
representa o valor teérico da medida. O restante dos graficos com outros p,\ e k estao no

apéndice.
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Figura 5: Medidas de desempenho

A Figura [5| mostra que os valores das medidas de desempenho simuladas convergem

aos valores teoricos.
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Figura 6: Sugestao de medida

A partir das simulacoes, pode-se guardar quantas pessoas foram perdidas, pois che-
garam ao sistema quando ja estava lotado. Essa medida nao tem um valor teérico para
comparagao, mas como os resultados anteriores convergiram, conclui-se que esse resumo
da simulagao é razodvel para um estudo do sistema. A Figura [6] é a fracdo de pessoas
perdidas para o mesmo sistema simulado da Figura o valor estimado foi de apenas 1%,
ou seja, apenas 1% dos clientes que chegaram ao sistema nao foram atendidos.

Simulagédo da primeira hora
M/M/1/k-1=0.75,m=1,r=0.75k=5

60
'4.) )
=

40 4 = 4..4'
o X
< , &— J
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&
20 J-J
:'\7
& —
34
o4 ’
0 20 40 60

Horarios

Figura 7: ponto cinza - chegadas/ azul claro - atendimento / azul escuro - saida / xis -

cliente perdido
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A Figura[7]mostra a primeira hora de uma simulagao de um outro sistema, que é mais
ocupado (A = 0.75, u = 1 e k = 5). Na primeira hora, 4 clientes chegaram ao sistema e

foram perdidos, pois estava lotado. Outros sistemas simulados se encontram no Apéndice

El
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4 Conclusoes

Considerando a vasta area de aplicacao que a Teoria de Filas tem, o trabalho teve
como objetivo simular sistemas para poder analisar e entender o funcionamento, a fim de

propor solugoes.

Utilizando como base tedrica, a Geracao de Numeros Aleatorios e a Teoria de Filas,
foram simulados tempos de chegada para cada cliente, e, passo a passo, seus tempos de

atendimento em cadeia, ambos com distribuicao exponencial.

Para obter todas as medidas de desempenho, foram coletados, separadamente, ao
longo da simulagao os tempos em que os estados do sistema e da fila mudavam e ar-
mazenadas em diferentes tabelas. Assim, foi possivel calcular todas as medidas: tempo
médio de permanéncia no sistema (W), nimero médio de pessoas na fila (W), nimero
médio de pessoas no sistema (L) e nimero médio de pessoas na fila (L,). Comparando
essas medidas estimadas com as tedricas, concluiu-se que as simulagoes estavam obtendo

resultados adequados.

Isto posto, para o sistema M/M/1/k, no qual um cliente é perdido quando este chega
no sistema e a fila ja estda no tamanho k, foi sugerido uma nova medida que nao apresenta

valor tedrico, a fracao de clientes perdidos.

Foram simulados apenas dois sistemas, o mais simples, M/M/1/00), e 0 M/M/1/k.
Portanto, é possivel sugerir para pesquisas futuras, simular outros sistemas, como M /M /c/oo
e M/M/c/k, que sao sistemas com ¢ postos de atendimento. E encontrar outras medidas

sem valor tedrico, como por exemplo a média de postos ocupados.



47

Referéncias

KENDALL, D. G. Stochastic processes occurring in the theory of queues and their
analysis by the method of the imbedded markov chain. The Annals of Mathematical
Statistics, JSTOR, p. 338-354, 1953.

MENDONCA, E. B. d. Teoria de filas markovianas e aplicagoes. Orientadora: Divanilda
Maia Esteves, v. 63, 2014.

R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical Computing. Vienna,
Austria, 2022. Disponivel em: (https://www.R-project.org/).

ROSS, S. M. A first course in probability. [S.1.]: Pearson, 2014.
ROSS, S. M. Introduction to probability models. [S.l.]: Academic press, 2014.
ROSS, S. M. Simulation. [S.1.]: academic press, 2022.

SMITH, J. M. Introduction to queueing networks: theory and practice. [S.1.]: Springer,
2018.

SMITH, J. S.; NELSON, B. L. Estimating and interpreting the waiting time for
customers arriving to a non-stationary queueing system. In: IEEE. 2015 Winter
Simulation Conference (WSC). [S.1.], 2015. p. 2610-2621.

WANG, S. Discrete event simulation analysis on multiple class single server queueing
system with abandonments and promotions. Tese (Doutorado), 2019.

YAKIMOV, I. et al. The comparison of structured modeling and simulation modeling
of queueing systems. In: SPRINGER. International Conference on Information
Technologies and Mathematical Modelling. [S.1.], 2017. p. 256-267.


https://www.R-project.org/

48

A

APENDICE 1 - Parametros dos modelos
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A

APENDICE 2 - Medidas de desempenho
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APENDICE 3 - Graficos M/M/1/00/FIFO
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Valor tedrico = 4 Valor tedrico = 3

Estimativa
Estimativa

0+
T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 0 5000 10000 15000
Iteragéo Iteragéo
Numero médio de pessoas no sistema (L) Numero médio de pessoas na fila (Lq)
Valor tedrico = 3 Valor tedrico = 2.25
4=
44
34
34
o
2
E 521
£ E
£ @
K w
w5
14
14
[}
°
H ®
o{ @
01 @ 0 10000 20000
T T T T Iteragéo
0 10000 20000 30000
lteragao 1=0.75, m=1,r=0.75

Figura 8: Sistema 1



Apéndice C - Graficos M/M/1/>c/FIFO 51
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Figura 9: Sistema 2
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Tempo médio de permanéncia no sistema (W) Tempo médio de espera na fila (Wq)
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Figura 10: Sistema 3
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Tempo médio de permanéncia no sistema (W) Tempo médio de espera na fila (Wq)
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Figura 11: Sistema 4
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APENDICE 4 - Graficos M/M/1/k/FIFO

Tempo médio de permanéncia no sistema (W) Tempo médio de espera na fila (Wq)
Valor tedrico = 2.4443 Valor teorico = 1.4443
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Figura 12: Sistema 1
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Figura 13: Sistema 1
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Tempo médio de permanéncia no sistema (W) Tempo médio de espera na fila (Wq)
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Figura 14: Sistema 2
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Tempo médio de permanéncia no sistema (W) Tempo médio de espera na fila (Wq)
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Figura 15: Sistema 3
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