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Resumo

Os testes de hipdteses sao amplamente utilizados para realizar inferéncias na po-
pulacao em estudo. Em particular, os Testes de Aderéncia constituem parte fundamen-
tal de orientagao para demais investigacoes sobre as distribuicoes de probabilidade, por
isso, o conhecimento metodolégico é fundamental para analises fidedignas. Neste traba-
lho, foi estudado o Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson tanto no caso de
parametros conhecidos quanto no caso de parametros estimados. Esta pesquisa, resume-
se como um trabalho investigativo para fornecer informacoes sobre o Teste de Aderéncia
de Qui-quadrado de Pearson, ilustrar as conclusoes dos teoremas e realizar revisao li-
teraria. Apés extensivas revisoes literarias, notou-se a importancia da diferenca entre os
Testes de Aderéncia com e sem estimacao de parametros, por isso, realizou-se simulacoes
computacionais para ilustrar esta diferenca. Nas simulacoes realizadas, fica evidente a
diferenca entre os nimeros de graus de liberdade das distribuicoes Qui-quadrado para
quais as estatisticas de testes nos casos sem estimacao e com estimagao de parametros
convergem assintoticamente. Pode-se concluir que os nossos resultados das simulagoes
computacionais coincidiram com os resultados tedricos descritos na literatura.

Palavras-chave: Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson. Teoria Assintdtica.
Revisao Bibliografica. Simulacao computacional.
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1 Introducao

No decorrer dos anos, observamos a importancia dos conceitos de inferéncia assintética
na estatistica moderna, porém sua natureza abstrata dificulta a compreensao dos alunos.
Para superar esse obstaculo, utilizamos o software R como uma ferramenta de simulacao
computacional, enriquecendo a teoria (R Core Team, 2021). Atualmente, o software R
¢ uma das principais ferramentas computacionais para andlise estatistica e de dados,
capaz de lidar com diversas fungoes, como manipulacao de dados, modelagem estatistica
e métodos avancados. Assim, alinhados com a recente tendéncia de utilizar o software R
para calculos estatisticos e andlise de dados, empregamos extensivamente essa ferramenta
em nossa pesquisa para ilustrar as conclusoes dos teoremas do Teste de Aderéncia de

Qui-quadrado de Pearson.

Ao longo da tltima década, obteve-se uma percepcao acentuada de que o volume
massivo de dados produzidos poderia ser compreendido e estudado através de analises
estatisticas, resultando na aplicabilidade de teoremas em problemas cotidianos e que,

outrora, utilizavam-se em pesquisas puramente académicas.

Atualmente, a Estatistica é utilizada na inteligéncia de negdcios, instrumento para o
tomador de decisao em temas que versam sobre saide publica, seguranca publica, mer-
cado financeiro, sociologia, andlises espaciais e andlise de risco, e consequentemente, é
necessaria a adequada utilizacao de métodos e procedimentos estatisticos para obter re-

sultados fidedignos das analises nas mais diversas areas do conhecimento.

Para a modelagem de dados nas mais diversas dreas do conhecimento é necessario que
seja feita a deteccao das distribuicoes de probabilidade que estao relacionadas a pesquisa,
deste modo, o usuario das ferramentas estatisticas necessita de recursos bibliograficos
e computacionais suficientes para compreender os métodos empregados no dia-a-dia da

analise de dados.

Testes de aderéncia avaliam se a distribui¢ao dos dados coincide com uma distribuigao

de referéncia. Ha diversos testes de aderéncia, em particular, este presente trabalho aborda
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o Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson.

Uns testes de aderéncia bastante populares sao os testes de Kolmogorov-Smirnov,
Kupier, Cramér-von Mises e Anderson-Darling. Para cada um desses testes, na construcao
da estatistica de teste, é utilizada fungao de distribuigao acumulada empirica (FDAE) da
amostra. Entao esses testes sao frequentemente chamados de testes baseados em FDAE,
veja (DASGUPTA, 2008).

Os Testes de Aderéncia Qui-quadrado sao concorrentes bem conhecidos dos testes
baseados em FDAE. Eles discretizam a distribuicao nula de algum jeito e avaliam a
concordancia entre as contagens observadas e as contagens postuladas, o que implica em
uma perda de informacao e, consequentemente, uma perda de poder de teste. No entanto,
eles sao versateis. Ao contrario dos testes baseados em FDAE, um Teste Qui-quadrado
pode ser usado tanto para dados continuos quanto discretos, em uma dimensao ou varias
dimensoes. Assim, uma perda de informacao estd sendo trocada pela versatilidade do

principio e facilidade de célculo.

O desenvolvimento e a construgao dos teoremas formulados em (CASELLA; BER-
GER, 1990), (LEHMANN; ROMANO, 2005) e (MOOD, 1950) trouxeram a contribuigao
necessaria para a compreensao das diferencas dos testes. Nos Teoremas 2.1 e 2.2 que cor-
respondem aos Testes para a Média com ¢ conhecida e estimada, respectivamente, apesar
de que as estatisticas de teste sejam diferentes ja que no primeiro é utilizada a variancia
populacional e no segundo a variancia amostral, ambas convergem assintoticamente para
a mesma distribuicao de probabilidade, como observado na Figura 6. Enquanto nos Teo-
remas 2.5 e 2.6 que correspondem aos Testes de Aderéncia de Qui-quadrado, fica evidente
a diferenca entre os nimeros de graus de liberdade das distribui¢oes Qui-quadrado para
quais as estatisticas de testes nos casos sem estimacao e com estimagao de parametros
assintoticamente convergem, como observado na Figura 12. Os Testes para a Média com
o conhecida e estimada estao aqui s6 para fazer contraste com os Testes de Aderéncia de

Qui-quadrado sem e com estimacao de parametros.

1.1 Revisao da Literatura

O Teste Qui-quadrado de Pearson tem sido amplamente celebrado como uma grande
conquista na metodologia estatistica. Mas também, como Stigler (2008, p. 266) observou,
“praticamente nenhuma mencao historica do artigo é feita por estatisticos sem acrescentar

criticas ou reprovagoes no sentido de que Pearson errou ao afirmar que nenhuma corre¢ao
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1 2 3

k+1 13 13 13

Y2 4387241 17775 172,43
P 0,000016 0,1227 14,5/10%
X2_, 42,03072 1652597 164,7010
X2 43,88116 17,77484 167,6400
X2, 4569750 19,01304 170,5159

Tabela 1: Estatisticas do Teste de Aderéncia de Pearson sem estimacao de parametros do
artigo de Pearson (1900) e calculados no R.

4 ) 6 7 8
k+1 7 17 21 11 20
e 4,885528 23,50 36,2872 45,811 22,0422
P 0,5586 0,101 0,01423  0,00000155  0,2817

Xi o, 3,93646 2226667 34,93263  43,77919  20,95479
Xz 4,885349 23,50033 36,28659  45,81385  22,05151
Xpy1 D.839587 24,72654 37,63163  47,79967  23,14564

Tabela 2: Estatisticas do Teste de Aderéncia de Pearson com estimacgao de parametros
do artigo de Pearson (1900) e calculados no R.

em graus de liberdade precisa ser feita quando os parametros sao estimados sob a hipotese

nula.”

De acordo com Cochran (1952), na primeira parte do artigo de Pearson (1900), chega-
se no resultado de que a distribuigao limite da estatistica de teste (quando o tamanho de

amostra n tende para o infinito), com k + 1 células, segue a distribuigao x* com k graus
de liberdade.

Os Testes de Aderéncia de Qui-quadrado podem ser classificados em duas situagoes,
quando os parametros sao conhecidos e quando sao estimados. Na primeira situacao,
quando os parametros sao conhecidos, o trabalho desenvolvido por Pearson (1900) encontra-
se mais delineado, porém, na segunda situagao, quando procura-se estimar tais parametros,
Pearson (1900) desconhece a aplicacao do teste de aderéncia, como destacado por Cochran
(1952, p. 319) que disse o seguinte: “Este assunto causou alguma confusdo e controvérsia
em aplicagOes praticas e nao foi resolvido por 20 anos”. A modificagdo com parametros
estimados foi desenvolvida por Fisher (1924), que claramente mostrou que a estimacao de

parametros altera a distribuicao limite.

Quando Pearson (1900) escreveu seu artigo, ele deu oito exemplos do uso do Teste de
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Aderéncia separando em duas sec¢oes, sendo trés na primeira secao e os cinco exemplos
restantes na segunda se¢ao, nomeando-as em “Frequéncia conhecida, ou supostamente co-
nhecida a priori”e “Frequéncia da populagao geral nao conhecida a priori”, notadamente,
quando o parametro é conhecido e estimado, respectivamente. Temos as Tabelas 1 e 2,
que correspondem as essas se¢oes, respectivamente. Os nomes das linhas das tabelas tém
o seguinte significado: k + 1 é o ntimero de classes de frequéncia, x? e P sdo, respectiva-
mente, a estatistica de teste e o p-valor, calculados por Pearson (1900), x?_,, X% e X2 41
sao os quantis superiores de distribuicao Qui-quadrado que correspondem ao p-valor de
Pearson para graus de liberdade, £ — 1, k e k 4+ 1, calculados pelo R, respectivamente.
Com isso, podemos observar quais graus de liberdade Pearson utilizou em cada exemplo
para calcular o p-valor dele a partir da estatistica de teste dele, ja que isso nao é colocado

explicitamente nos exemplos.

Note que nos primeiros trés exemplos, os nimeros de graus de liberdade estao como
no Teorema 2.5, ou seja, para o caso em que os parametros sao conhecidos, ele esta usando

k graus de liberdade para k + 1 classes de frequéncia.

Observe que a afirmagao do paragrafo anterior nao é completamente correta, pois ela
nao ¢ valida para o terceiro exemplo, mas a razao para isso ¢ que neste exemplo o p-valor
que corresponde a estatistica de teste é muito pequeno e o calculo fica muito menos preciso
do que nos outros exemplos, mas neste texto este assunto nao vai ser abordado com mais

detalhes.

Esta Tabela 2 merece atencao do leitor em diversos aspectos. Primeiramente, observe
que a tabela extraiu os resultados do artigo de Pearson (1900) nas duas primeiras linhas.
Na sequéncia, ele colocou esses exemplos na segao de “Frequéncia da populacao geral
nao conhecida a priori.”, ou seja, a tentativa era clara de ilustrar casos quando havia
estimacao de parametros. Note que nos ultimos cinco exemplos dele, os niimeros de graus
de liberdade nao estao como no Teorema 2.6 e isso nao é apropriado, mas corrigido anos

depois por Fisher (1924).

Rao e Robson (1974), apresentaram um aperfeicoamento para o Teste de Aderéncia

de Qui-quadrado no caso da familia exponencial.

Uma questao pratica chave na implementagao do Teste de Aderéncia de Qui-quadrado,
é a escolha dos intervalos de classe na reta real. E um problema dificil e, apesar de existir
uma enorme quantidade de literatura sobre o assunto, nao ha solucao clara. Algumas
referéncias importantes sobre este dificil problema sao Mann e Wald (1942), Oosterhoff
(1985) e Stuart e Ord (1991).
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Podemos sintetizar a cronologia do Teste de Aderéncia de Pearson com suas principais

evolucoes do seguinte modo:

e Pearson (1900) introduz seu Teste de Aderéncia;

e A modificacdo com parametros estimados, usando as frequéncias de classes, foi consi-
derada por Fisher (1924), que corrigiu a crenga erronea de que estimar os parametros

nao altera a distribuicao limite da estatistica de teste;

e Mann e Wald (1942), desenvolvem um método otimizado de selecionar o niimero de

intervalos de classes nos testes de aderéncia;

e O artigo de Cochran (1952) contém uma discussao expositiva sobre o Teste de
Aderéncia de Qui-quadrado, destinado aos estudantes e aos que necessitam de in-
formagoes para aplicacao dos testes apresentados e nao para familiarizados com o

rigor da teoria estatistica; e

e Rao e Robson (1974) aperfeigoaram o Teste de Aderéncia de Qui-quadrado no caso

da familia exponencial.

Como pode ser visto no decorrer da Revisao da Literatura, apesar de o Teste de
Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson ser amplamente conhecido no meio cientifico por
mais de cem anos, houveram momentos da historia que grandes cientistas nao sabiam
distinguir as diferencas da estatistica de teste quando os parametros eram conhecidos ou
estimados. Apesar de tal problematica ter sido solucionada vinte e quatro anos depois
da publicac¢ao do artigo de Pearson (1900), ainda assim, cento e vinte e trés anos apés
da publicagao, podemos nos deparar com situagoes onde o usudrio da estatistica aplicada
pode nao saber diferenciar estas situagoes. Portanto, esta secao destacou os principais
autores e temas ligados ao desenvolvimento do Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de

Pearson.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é investigar a utilizacao do Teste de Aderéncia de

Qui-quadrado de Pearson, e os objetivos especificos sao:

e fornecer informacoes sobre o Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson com

e sem estimagao de parametros;
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e ilustrar as conclusoes dos Teoremas, por meio de recursos computacionais; e

e revisar a literatura da teoria do Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson.

1.3 Organizacao

Este trabalho esta organizado em quatro capitulos e um apéndice. No Capitulo 1, sao
introduzidos o tema abordado, a revisao da literatura e objetivos gerais e especificos da
pesquisa. No Capitulo 2, sao apresentados os materiais utilizados e os métodos aplica-
dos para compreender e diferenciar os Testes de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson.
Na sequéncia, o Capitulo 3 expoe e discute os graficos gerados a partir de simulacoes
computacionais e os cédigos das simulagoes. No Capitulo 4, fala-se das conclusoes do tra-
balho realizado e suas contribuicoes para a comunidade académica. Para fins de consulta,

criou-se o apéndice de defini¢oes e teoremas utilizados nesta pesquisa.
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2 Materiais e Métodos

Na Secao 2.1 apresentamos uma estrutura geral de Testes Assintoticos. Essa estrutura
pode ser vista em (LEHMANN; ROMANO, 2005, Se¢ao 15.6), também uma estrutura
parecida esté considerada em (CASELLA; BERGER, 1990, Se¢ao 10.3.2).

2.1 Estrutura Geral de Testes Assintdticos

Vamos supor que os dados X7, X, ..., X, sejam gerados a partir de alguma lei desco-
nhecida P. A hipotese nula H, afirma que P pertence a uma certa familia de distribuicoes
Py, enquanto a hipdtese alternativa H; conjunto vazio, e a lei desconhecida P pertence a

P, a uniao de Py e P;. Em outras palavras, P; é o complementar de Pg em relacao a P.

Consideramos a estatistica T,, = T,, (X1, Xo,...,X,,) que ajuda na construgao da
regiao critica do teste. Sob a hipétese nula, a distribuicao da estatistica T;,, é aproximada
por uma distribuicdo Qui-quadrado (pelo menos nos testes apresentados aqui a distri-
buicao é essa, em alguns outros testes assintéticos, por exemplo no teste de Kolmogorov-
Smirnov, a distribuigdo pode ser diferente). Grandes valores de T, rejeitam a hipétese
nula. Assim, tendo escolhido uma estatistica de teste adequada T;,, nosso objetivo é obter
um valor critico, digamos c,, onde ¢, é o a-quantil superior da distribuicao Qui-quadrado,
de modo que o teste rejeita Hy, se e somente se, 1), excede c,. O teste assintotico baseado
na distribuicao Qui-quadrado pode ser justificado de seguinte jeito. Primeiro, precisamos

verificar que temos
PA{T, (X1, Xs,...,X,) > ca} = a quando n — oo (2.1)

quando P € Pgy. Assim obtemos a base para o teste assintético.

Além disso, precisamos verificar alguma afirmacao do tipo

PA{T, (X1, Xs,...,X,) > ca} — 1 quando n — oo (2.2)
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quando P € Py, para que o teste apresente propriedades de poder assintético razoaveis.

Nas Secoes 2.2, 2.3, 2.4.2, 2.4.3 e 2.5 sao apresentados os teoremas que demonstram as
afirmagdes andlogas a aquela que envolve (2.1). Para ver isso basta, respectivamente, com-
parar (2.3), (2.5), (2.10), (2.11), (2.14) com (2.1), lembrando a defini¢ao de convergéncia
em distribuigao (veja a Definicdo A.3) junto com o fato que se ¢, é a-quantil superior

para a distribuicao de uma variavel aleatéria Y, entao

1= Fy(cy) = P(Y >c¢,) =

Neste trabalho nao sao apresentados os teoremas que demonstram as afirmacoes
andlogas a aquela que envolve (2.2). Note que precisa tomar cuidado quando estd fa-
zendo isso no caso dos Testes de Aderéncia de Qui-Quadrado correspondentes as Secoes
2.4.3 e 2.5, ja que os testes discretizam a distribuicao nula e avaliam a concordancia en-
tre as contagens observadas e as contagens postuladas, o que implica em uma perda de

informacao e, consequentemente, uma perda de poder de teste.

Os Teoremas 2.1 e 2.2 que correspondem aos Testes para a Média com o conhecida
e estimada estao aqui para fazer contraste com os Teoremas 2.5 e 2.6 que correspondem

aos Testes de Aderéncia de Qui-quadrado sem e com estimacao de parametros.

2.2 Teste para média com o conhecido
Sejam

® [ip um numero real,

e o numero real maior do que zero,

2

e P uma familia de distribui¢ées @ tais que Var(Y) = 0% sendo Y uma varidvel

aleatéria com distribuicao @, e

e Py uma familia de distribuigoes @) € P, tais que E(Y') = g, sendo Y uma variavel

aleatoria com distribuicao Q).

Teorema 2.1. Sejam X, Xs, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. cada uma
. . . A . e _ 1 n
com distribui¢ao P € P. Definimos X,, = = > " X;.

Se P € Py, entdo
X, — 1o\2
(vamrto) 4 (2.3)
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quando n — o0.

Observagao 2.1. A convergéncia em (2.3) é convergéncia em distribuigdo, veja a De-
finicao A.3.

Demonstrac¢ao. Ja que P € Py, em particular, E(X;) = po, entdao, pelo Teorema do

Limite Central (Teorema A.5),
N NN ) (2.4)

quando n — oco.
De (2.4), pelo Teorema do Mapeamento Continuo (Teorema A.1), com fungao g de elevar

ao quadrado, temos

Xn - d
(Va=t ey S 2 O

quando n — oo.

2.3 Teste para média com o estimado
Sejam

® /ip um numero real,

e P uma familia de distribuigoes @ tais que 0 < Var(Y') < oo e 0 < 4 < 00, sendo Y

uma varidvel aleatéria com distribui¢ao @ enquanto 6y = E(Y — )t e u=E(Y), e

e Py uma familia de distribuigoes @ € P tais que E(Y) = i, sendo Y uma varidvel

aleatéria com distribuigao Q.

Teorema 2.2. Sejam X1, Xs,... uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. cada uma

com distribuicao P € P.

Sejo S = /75 Sy (Xi = X, ¢ X = 150, X
Se P € Py, entao
X, — 102
(\/E_NO) 4 2 (2.5)

quando n — 0.

a

Demonstragao. Vamos verificar que, - converge para 1, em probabilidade.
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Note que, Var(S2?) — 0 quando n — oo, ji que pelo Exercicio 5.8 de (CASELLA;
BERGER, 1990), temos Var S2 = 1(0, — 2=25?).

n—1
Usando a Desigualdade de Chebyshev, temos

E(S2 — 0?)? B Var(S?)

P(|ST2L_02| Z&f) < 2 2

E, portanto, S? converge em probabilidade para o?.

Usando o Teorema do Mapeamento Continuo (Teorema A.1) com fungao h(z) = ‘/75,
do fato que S? R segue que
S
2n By (2.6)
o

Note que a convergéncia em (2.6) é convergéncia em probabilidade, veja a Defini¢ao A.1.

Pelo Teorema do Limite Central (Teorema A.5), temos que

Xy —
e H0 A N, 1), (2.7)
o
De (2.7) e (2.6), usando o item (b) do Teorema de Slutsky (Teorema A.6), segue que

X — fho _ V(X — o) /o a
Vn S 5.0 — N(0,1). (2.8)

De (2.8), pelo Teorema do Mapeamento Continuo (Teorema A.1), com funcao h de elevar

ao quadrado, temos

Xn_ 2d
(‘/ﬁ S M) =X

quando n — oo. O

Uma demonstracao de uma versao do Teorema 2.2 pode ser vista na Secao 10.3.2 de

(CASELLA; BERGER, 1990).

2.4 Teste de aderéncia x? sem estimacao de parametros

O Teorema 2.5 é o principal nesta secao. O Teorema 2.4 é usado na demonstracao do

Teorema 2.5. O Teorema 2.3 é usado na demonstracao do Teorema 2.4.

2.4.1 Formulacao do Teorema de Pearson

Teorema 2.3.

e Sejam n e r numeros naturais, tais quen > 1 e k > 1.
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o Sejam p;,j =1,...,k, nimeros reais tais que 0 <p; <1 e Z§:1pj =1.
o Sejav = (v,...,v) um vetor aleatdrio.

e v ~ Multinomial(n;p), onde p := (p1,...,Dk)-

Entao i
— np;)
Z ~L =3 _> Xk 1 (29)

Jj=1

quando n — 0.

Observagao 2.2. Para a demonstragao veja o item (i) do Teorema 14.3.1 de (LEHMANN;
ROMANO, 2005).

2.4.2 Formulagao do Teorema 2.4

Seja
T
Q={(m1,...,m) ER":m; >0, Zm <1}.
i=1
Assumiremos que (7y,...,7T,.) é um ponto interior de €.

Seja TTr41 = 1-— Z::l ;.

Sejam

e By,..., B, 1 nimeros reais,

e P uma familia de distribuicoes ) tais que os valores By, ..., B,1 sao assumidos
com alguns probabilidades py, ..., p,11, correspondentemente, sendo

r+1

Zpi =1,
i=1

e Py uma familia de distribuicoes que consiste s de uma distribuigao ) € P tal que

pi=m, parat=1,....,r+ 1.

Teorema 2.4. Sejam X1, ..., X, varidveis aleatorias i.1.d. com distribuicao P € P.
o Sejamv; =#{j: X; =B}, ondei=1,...,r+ 1.
o Seja
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Se P € Py, entao

Qn 5\ (2.10)

quando n — 0.
Demonstrac¢ao. Observe que sob Hy, temos que v = (vy,...,v.11) ~ Multinomial(n; ),
onde m = (my,...,741). Entdo, pelo Teorema 2.3, temos (2.10). ]

2.4.3 Formulagao do Teorema 2.5
Sejam

e [ uma funcao de distribuicao acumulada,
e P uma familia de distribuicoes que consiste de todas distribuicoes, e

e Py uma familia de distribuicoes que consiste de um elemento sé, que é a distri-

buicao @, tal que, ela tem f.d.a. Fj.

Teorema 2.5. Vamos supor Xi,...,X, sao i.i.d. varidveis aleatorias com distribuicao
PeP.
e Seja (vg,...,Ukr1) uma sequéncia crescente finita de nimeros reais, onde vy = —0o0

€ Vg1 = +00.

o SejaY; =#{i|X; € [vj_1,v5)}, 7=1,...,k+1

Se P € Py, entao
(Y = (Fo(vy) = Foo;0))n)? a4
Z (Fo(vj) - Fo(vj,l))n " Xk (2.11)

j=1

quando n — o0.
Demonstragao. X; € [vj_1,v;) com probabilidade Fy(v;) — Fo(vj—1),7 = 1,...,k + 1.

Entao, pelo Teorema 2.4, temos (2.11). ]

2.5 Teste de aderéncia x? com estimacao de parametros

Na secao anterior, como pode ser visto, tratou-se de situacao em que a hipdtese de
teste é simples, agora, consideramos a situacao que surge quando a hipotese de teste é

composta.
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Suponha que agora Fy é especificado quanto a sua forma, mas alguns (ou talvez todos)
parametros sao deixados sem especificagao. No Teorema 2.6, o novo elemento é que as
probabilidades tedricas Fy(v;) — Fo(vj—1),7 = 1,...,k + 1, nao sao agora calculaveis
imediatamente, pois sao fungoes do s parametros nao especificados 6q,0s,...,60, (r <

k —1). Assim devemos escreve-los
F0(91,...,0T,vj)—Fo(c91,...,0r,vj_1), j:17,k’+1 (212)

Para progredir, devemos estimar 6y, ...,6, por algum vetor de estimadores O4,...,0,,

com notagao Ly = Fo(é)l, o (:),,), temos que (2.12) fica

Fo(’l)j) —Fo('l}jfl), j = 1,,k+1 (213)

Entao parte esquerda de (2.11) vira parte esquerda de (2.14). Isso pode mudar a parte
direita, pois agora (2.13) sdo varidveis aleatdrias, e ndo é 6bvio que a distribuicao as-
sint6tica da parte esquerda de (2.14) serd a mesma e até que terd a mesma forma que no

caso de Hy simples. Sejam

e Fj uma familia de funcoes de distribuicao acumuladas com r parametros deixados

sem especificagao.
e P uma familia de distribui¢oes que consiste de todas distribuigoes, e

e P, uma familia de distribuicoes ) € P, tais que, existem 64, ..., 0,, tais que, ) tem

f.d.a. FQ(Ql, Ce ,97«).

Teorema 2.6. Vamos supor Xi,...,X, sao i.i.d. varidveis aleatorias com distribuicao
PeP.
e Seja (vo,...,Ukr1) uma sequéncia crescente finita de nimeros reais, onde vy = —0o0

€ Vg+1 = +00.
o SejaY; =#{i|X; € vji_1,v5)}, 7=1,...,k+ 1.
° @1, cee ©, sio estimadores de mdzima verossimilhanca baseados no Yy, ..., Yii1.

o Vamos supor que Fy(bh,...,0,) satisfaz condi¢oes de reqularidade gerais.

Se P € Py, entao
k+1 - n
i (V) = (Fo(vy) = Fo(v;-))n)® a (2.14)

~ ~ - Xk—r
o (Folv) — Fo(vj—1))n

quando n — 0.
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Observacao 2.3. Como pode ser visto, a explicita formulagao das condigoes de regularidade
gerais foi deixada fora do escopo deste texto. Também nao verificamos se a definicao de
P estd completamente correta, isto é, possivelmente as condicoes de regularidade gerais
devem ser usados para a familia P ficar mais restrita para que Py fique mais restrita

também.

Observagao 2.4. A demonstracao do Teorema 2.6 pode ser vista em (KENDALL; STU-
ART, 1961, Cap. 30).

~

Observacao 2.5. No Teorema 2.6, exigimos que @1, ..., 0, sejam estimadores de maxima
verossimilhanga, contudo, pode-se flexibilizar esta exigéncia para que seja melhor esti-
mador assintoticamente normal, veja a definicado de BAN em (MOOD, 1950, pag. 296).
Tradugao de BAN (Best asymptotically normal) para o portugués foi retirada de (SOCI-
EDADE PORTUGUESA DE ESTATISTICA, SPE, 2022).
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3 Analise de Resultados

O objetivo deste capitulo consiste, principalmente, em ilustrar as conclusoes dos Te-
oremas 2.1, 2.2, 2.5 e 2.6 utilizando simulacoes em R. Além disso, nas Secoes 3.7 e 3.8 é
apresentado um erro tipico que pode acontecer quando estd tentando fazer a simulagao

para ilustrar a conclusao do Teorema 2.6.

Geralmente, cada secao deste capitulo corresponde a um teorema. Para facilitar o
entendimento das etapas necessarias para ilustrar a conclusao do teorema, apresenta-se,
primeiramente, um passo a passo e, na sequéncia, a implementacao do passo a passo na lin-
guagem R. Esta estrutura de apresentagao pode ser vista também no livro (DESHMUKH,;
KULKARNI, 2021).

Para ilustrar as conclusoes dos teoremas acima, nas simulagoes, geram-se m amostras
de tamanho n. Geralmente, as figuras correspondentes as simulagoes sao divididas em
pares. Em cada par, ambas as figuras ilustram a conclusao do mesmo teorema sendo uma
com m = 1000 e n = 1000 e a outra com m = 10000 e n = 10000. O objetivo principal
da segunda figura é ilustrar a conclusao do teorema, enquanto, o objetivo principal da
primeira € servir para o leitor entender melhor os graficos de quais fungoes estao presentes

nas figuras, ja que na segunda figura alguns dos graficos frequentemente coincidem.
Uma recomendagao pratica, influenciada pelo resultado de Mann e Wald (1942), é
2
k+1=2ns.
A recomendacao parece produzir valores de k + 1 que concordam bem com escolhas de
kE+1.

DasGupta (2008, Segao 27.5) faz as seguintes observagoes. Esses valores parecem estar
proximos da pratica comum. O ponto importante é que k + 1 deve ser maior quando n
¢ grande. Mas nao ¢é recomendado que use-se um valor muito grande para k£ + 1, e uma

escolha na faixa de 5 a 15 parece correta.

Por isso, e também para as figuras das Segoes 3.7 e 3.8 ilustrar melhor o erro cometido,
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foi escolhido k + 1 = 6 para todos os tamanhos das amostras.

3.1 Simulacoes Computacionais do Teste para média
com o conhecido

O passo a passo para simular a conclusao do Teorema 2.1 pode ser visto a seguir:

1. geram-se m amostras de tamanho n de distribuicao Gama com parametros o =4 e

B =2

2. a partir de cada amostra, obtemos a estatistica de teste, isto é, a parte esquerda
de (2.3);

3. usando a amostra de tamanho m para a estatistica de teste obtida no item anterior,

construimos a funcao de distribuicao acumulada empirica da estatistica de teste;
4. ¢ feito o grafico da f.d.a. empirica;

5. é feito o gréfico da f.d.a. de Qui-quadrado com um grau de liberdade, isto é, a parte
direita de (2.3).

Nas Figuras 1 e 2 pode ser visto, em verde, f.d.a. da Qui-quadrado com um grau de
liberdade, em preto, encontra-se a f.d.a. empirica da estatistica de teste. Na Figura 2
pode ser visto para onde convergiu a distribuicao da estatistica de teste, quando o tama-
nho da amostra e o nimero de amostras aumentam. Essa distribui¢ao convergiu para a
distribuicao Qui-quadrado com um grau de liberdade, ja que na Figura 2 pode observar
que a f.d.a. empirica da estatistica de teste coincide com a f.d.a. tedrica da distribuicao

Qui-quadrado com um grau de liberdade.

O passo a passo acima ¢ implementado em R como o Cédigo 1.

3.2 Simulacoes Computacionais do Teste para média
com o estimado

O passo a passo para simular a conclusao do Teorema 2.2 pode ser visto a seguir:

1. geram-se m amostras de tamanho n de distribuicao Gama com parametros o = 4 e

B =2;
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Figura 1: Ilustra a conclus@o do Teorema 2.1, isto é, a convergéncia (2.3): em verde, fica a
f.d.a. da Qui-quadrado com um grau de liberdade, em preto, encontra-se a f.d.a. empirica
da estatistica de teste, baseada em m = 1000 amostras de tamanho n = 1000.
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Figura 2: Tlustra a conclusao do Teorema 2.1, isto é, a convergéncia (2.3): em verde, fica a
f.d.a. da Qui-quadrado com um grau de liberdade, em preto, encontra-se a f.d.a. empirica
da estatistica de teste, baseada em m = 10000 amostras de tamanho n = 10000.
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n <- 10000

m <- 10000

fb <- function(x) {
y <- rgamma(n,4,2)
X <= (sqrt(n))*((mean(y)-2)/sqrt(4/(2x*2))))**2
return (X)

}

b <- sapply(l:m, £fb)

fdaeb <- ecdf(b)

curve (fdaeb,main="",ylab="F(x)", xlim=c(-0.1,12))
fcl <- function(x) pchisq(x,df=1)

curve(fcl, add=T, n=200,col="green")

Cédigo 1: Ajuda ilustrar a conclusdo do Teorema 2.1, isto é, a convergéncia (2.3); gera a
Figura 2.

2. a partir de cada amostra, obtemos a estatistica de teste, isto é, a parte esquerda
de (2.5);

3. usando a amostra de tamanho m para a estatistica de teste obtida no item anterior,

construimos a funcao de distribuicao acumulada empirica da estatistica de teste;
4. ¢ feito o grafico da f.d.a. empirica; e

5. é feito o gréfico da f.d.a. de Qui-quadrado com um grau de liberdade, isto é, a parte
direita de (2.5).

Nas Figuras 3 e 4 pode ser visto, em azul, f.d.a. da Qui-quadrado com um grau de

liberdade, em vermelho, encontra-se a f.d.a. empirica da estatistica de teste.

Na Figura 4 pode ser visto para onde convergiu a distribuicao da estatistica de teste,
quando o tamanho da amostra e o nimero de amostras aumentam. Essa distribuicao
convergiu para a distribuicao Qui-quadrado com um grau de liberdade, ja que na Figura 4
pode observar que a f.d.a. empirica da estatistica de teste coincide com a f.d.a. tedrica da

distribuicao Qui-quadrado com um grau de liberdade.

O passo a passo acima ¢ implementado em R como o Cédigo 2.

3.3 Comparacao das f.d.a.s de estatisticas dos testes

Na Figura 5 juntamos as Figuras 1 e 3. Na Figura 6 juntamos as Figuras 2 e 4. A

figura ilustra que as distribuicoes limites de estatisticas de ambos os testes coincidem.
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Figura 3: Ilustra a conclusdao do Teorema 2.2, isto é, a convergéncia (2.5): em azul,
fica a f.d.a. da Qui-quadrado com um grau de liberdade, em vermelho, encontra-se a
f.d.a. empirica da estatistica de teste, baseada em m = 1000 amostras de tamanho n =
1000.
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Figura 4: Ilustra a conclusdo do Teorema 2.2, isto é, a convergéncia (2.5): em azul,
fica a f.d.a. da Qui-quadrado com um grau de liberdade, em vermelho, encontra-se a
f.d.a. empirica da estatistica de teste, baseada em m = 10000 amostras de tamanho
n = 10000.
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n <- 10000
m <- 10000
fa <- function(x) {
y <- rgamma(n,4,2)
X <- (sqrt(n)*((mean(y)-2)/sd(y)))**2
return (X)
}
a <- sapply(l:m, fa)
fdaea <- ecdf(a)
curve(fdaea, main="", col="red", ylab="F(x)", xlim=c(-0.1,12))
fcl <- function(x) pchisq(x,df=1)
curve(fcl, add=T, n=200,col="blue")

Cédigo 2: Ajuda ilustrar a conclusdo do Teorema 2.2, isto é, a convergéncia (2.5); gera a
Figura 4.
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Figura 5: Combinacao das Figuras 1 e 3 para ilustrar que as f.d.a’s das distribuicoes
limites das estatisticas dos testes coincidem.
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3.4 Simulacoes computacionais do Teste de Aderéncia
de x? sem estimacao de paradmetros

O passo a passo para simular a conclusao do Teorema 2.5 pode ser visto a seguir:

1. geram-se m amostras de tamanho n de distribuicao Normal Padrao;

2. a reta é dividida nos seguintes intervalos: (—oo; —3), [—3;—1,5), [—1,5;0), [0;1,5),
[1,5;3), [3; +00);

3. para cada amostra, contamos o nimero de observagoes em cada intervalo;

4. a partir desses niimeros, obtemos a estatistica de teste, isto é, a parte esquerda de
(2.11), onde Fy ¢ a f.d.a. da distribui¢do Normal Padrao;

5. usando a amostra de tamanho m para a estatistica de teste obtida no item anterior,

construimos a funcao de distribuicao acumulada empirica da estatistica de teste;
6. ¢é feito o gréfico da f.d.a. empirica; e

7. ¢é feito o grafico da f.d.a. de Qui-quadrado com k graus de liberdade, isto é, a parte

direita de (2.11).

Nas Figuras 7 e 8 pode ser visto, em verde, f.d.a. da Qui-quadrado com k graus de
liberdade, em preto, encontra-se a f.d.a. empirica da estatistica de teste. Na Figura 7
pode ser visto para onde convergiu a distribuicao da estatistica de teste, quando o tama-
nho da amostra e o niimero de amostras aumentam. Essa distribuigao convergiu para a
distribuicao Qui-quadrado com k graus de liberdade, ja que na Figura 8 pode observar
que a f.d.a. empirica da estatistica de teste coincide com a f.d.a. tedrica da distribuicao

Qui-quadrado com k graus de liberdade.

O passo a passo acima ¢ implementado em R como o Cédigo 3.

3.5 Simulacoes computacionais do Teste de Aderéncia
de x? com estimacao de parametros

Supondo que Y; = nq,...,Yri1 = ngy1, na simulagao calculamos Oq,...,0,, que
sao estimadores de maxima verossimilhanca baseados no Yj,..., Yy, ;. Para fazer isso,

usaremos a seguinte funcao de verossimilhanca
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Figura 6: Combinacao das Figuras 2 e 4 para ilustrar que as f.d.a’s das distribuicoes
limites das estatisticas dos testes coincidem.
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Figura 7: Tlustra a conclusao do Teorema 2.5, isto é, a convergéncia (2.11): em verde, fica
a f.d.a. da Qui-quadrado com k graus de liberdade, em preto, encontra-se a f.d.a. empirica
da estatistica de teste, baseada em m = 1000 amostras de tamanho n = 1000.
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Figura 8: Ilustra a conclusdo do Teorema 2.5, isto é, a convergéncia (2.11): em verde, fica
a f.d.a. da Qui-quadrado com k graus de liberdade, em preto, encontra-se a f.d.a. empirica
da estatistica de teste, baseada em m = 10000 amostras de tamanho n = 10000.

n <- 10000
m <- 10000
v <- c(-Inf, -3, -1.5, 0, 1.5, 3, Inf)
E <- diff(pnorm(v))*n
func <- function(x) {
0 <- as.vector(table(cut(x, breaks = v)))
sum((0-E) "2/E)
}
fa <- function(x) {
y <- rnorm(n)
X <= func(y)
return (X)
}
a <- sapply(l:m, fa)
fdaea <- ecdf(a)
plot(fdaea,main="",ylab = "F(x)", x1im=c(0,30), do.points=F)
fc <- function(x) pchisq(x, df=length(v)-2)
curve(fc, add=T, n=200,col="green")

Cédigo 3: Ajuda ilustrar a conclusao do Teorema 2.5, isto é, a convergéncia (2.11); gera
a Figura 8.



3.5 Simula¢ées computacionais do Teste de Aderéncia de x* com estimacdo de pardmetros 37

— _ n' ni, n2 Nk+1
L=1L(0,....00n1,...,0%41) = n1!n2!~--nk+1!p1 P2 Pt (3.1)
sendo
pl(Ql,,Gr):FO(QI,,QT,UJ)—FO(Hl,,Qr,vj,l), ’l:l,,k—i—l (32)

Em principio, da (3.1) pegando o logaritmo e derivando, podemos obter

Odlog L i op; 1 .
7, :Zm__' j=1,2,...,r. (3.3)

E os estimadores Maxima Verossimilhanca neste caso regular sao as raizes das r equacoes

obtidas igualando (3.3) a zero para cada j.

Mas na nossa simulacao, seguimos um outro caminho, encontramos os estimadores
ML a partir da (3.1) por meio de otimiza¢ao nuimerica, da fun¢do optim como visto no

codigo abaixo.

O passo a passo para simular a conclusao do Teorema 2.6 pode ser visto a seguir:

1. geram-se m amostras de tamanho n de distribuicao Normal Padrao;

2. a reta é dividida nos seguintes intervalos: (—oo; —3), [—3;—1,5), [—1,5;0), [0;1,5),
[1,5;3), [3; +00);

3. para cada amostra, contamos o nimero de observagoes em cada intervalo;

4. a partir desses ntumeros, obtemos a estatistica de teste, isto é, a parte esquerda
de (2.14), onde Fy 6 a f.d.a. da distribuicdo Normal com os parametros obtidos do

seguinte jeito: eles sdo os argumentos que maximizam a funcao L de (3.1);

5. usando a amostra de tamanho m para a estatistica de teste obtida no item anterior,

construimos a funcao de distribuicao acumulada empirica da estatistica de teste;
6. ¢é feito o gréafico da f.d.a. empirica; e
7. é feito o gréafico da f.d.a. de Qui-quadrado com k — r graus de liberdade, isto é, a

parte direita de (2.14).

Nas Figuras 9 e 10 pode ser visto, em azul, f.d.a. da Qui-quadrado com k — r graus

de liberdade, em vermelho, encontra-se a f.d.a. empirica da estatistica de teste.
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Figura 9: ITlustra a conclusao do Teorema 2.6, isto é, a convergéncia (2.14): em azul, fica
a f.d.a. da Qui-quadrado com k — r graus de liberdade, e em vermelho, a f.d.a. empirica
da estatistica de teste, baseada em m = 1000 amostras de tamanho n = 1000.
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Figura 10: Ilustra a conclusao do Teorema 2.6, isto é, a convergéncia (2.14): em azul,
fica a f.d.a. da Qui-quadrado com k — r graus de liberdade, em vermelho, encontra-se
a f.d.a. empirica da estatistica de teste, baseada em m = 10000 amostras de tamanho
n = 10000.
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Na Figura 10 pode ser visto para onde convergiu a distribuicao da estatistica de teste,
quando o tamanho da amostra e o nimero de amostras aumentam. Essa distribuicao
convergiu para a distribuicao Qui-quadrado com k — r graus de liberdade, ja que na
Figura 10 pode observar que a f.d.a. empirica da estatistica de teste coincide com a

f.d.a. tedrica da distribuigao Qui-quadrado com k — r graus de liberdade.

O passo a passo acima ¢ implementado em R como o Cédigo 4. Note que para
implementar o item 4 do passo a passo a funcao optim é utilizada. Define-se no cédigo a
funcao a ser maximizada com sinal negativo, ja que optim, por padrao, minimiza a fungao.
Também, nao procuramos os argumentos que maximizam a fungao L, mas procuramos
os argumentos que maximizam logaritmo dela, o que é equivalente. Além disso, para o
célculo do logaritmo da parte direita de (3.1) a fungao dmultinom é usada com o argumento
log=T. Finalmente, uma verificacao ¢ feita se o algoritmo usado na fungao optim convergiu.

Nas simulagoes feitas aqui ele sempre estava convergindo.

3.6 Comparacao das f.d.a.s de estatisticas dos testes

Na Figura 11 juntamos as Figuras 7 e 9. Na Figura 12 juntamos as Figuras 8 e
10. A figura ilustra que as f.d.a’s das distribuigoes limites das estatisticas dos testes nao

coincidem.

3.7 Tlustragao da convergéncia (2.14) feita de jeito er-
rado

Na secao anterior, foram estimados Oy, ..., 0, usando as estatisticas Y7,..., Y, 1 no
lugar de Xq,...,X,. Na pratica, frequentemente os valores de X;’s nao sao gravados, e

entao Y7, ..., Y1 sdo a unica informacao que pode ser utilizada.

Por outro lado, se as observagoes X1, ..., X, sao gravadas, entao podemos estimar
0;, i« = 1,...,r, mais eficientemente usando Estimadores de Maxima Verossimilhanca
baseados em Xji,...,X,. Segundo Kendall e Stuart (1961, Secao 30.19), quando tais
estimadores sdo usados, a distribuigao limite da parte esquerda de (2.14) nao é mais x7_,,
invés disso, a f.d.a. dela estd entre a f.d.a. da distribuigdao x7 , e a f.d.a. da distribuicao
X:. Conforme k + 1 se torna grande, elas estao tao préximos que a diferenga pode
ser ignorada. Mas para k + 1 pequeno, o efeito de usar a distribuicio xi_,. para fins

de teste pode levar a erro grave: pois a probabilidade de exceder qualquer valor dado
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n <- 10000
m <- 10000
v <- c(-Inf, -3, -1.5, 0, 1.5, 3, Inf)
E <- diff (pnorm(v))*n
funce <- function(x) {
0 <- as.vector(table(cut(x, breaks = v)))
L <- function(theta) {
mu <- thetal1]
sigmasq <- thetal2]
p <- diff(pnorm(v,mean=mu,sd=sqrt(sigmasq)))
-dmultinom(0, prob=p, log = T)
}
qaux <- optim(c(mean(x),var(x)), L)
q <- gaux$par
if (qaux$convergence!=0) stop("nao convergiu")
E <- diff(pnorm(v,mean=q[1],sd=sqrt(q[2])))*n
sum((0-E) "2/E)
}
fb <- function(x) {
y <- rnorm(n)
X <- funce(y)
return(X)
}
1 <- numeric(m)
k<=1
b <- sapply(1l:m, £fb)
fdaeb <- ecdf (b)
plot(fdaeb, main="", col="red", ylab = "F(x)", xlim=c(0,30), do.points=F)
fd <- function(x) pchisq(x, df=(length(v)-2)-2)
curve(fd, add=T, n=200,col="blue")

Cédigo 4: Ajuda ilustrar a conclusao do Teorema 2.6, isto é, a convergéncia (2.14); gera
a Figura 10.
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Figura 11: Combinacao das Figuras 7 e 9 para ilustrar que as f.d.a’s das distribuicoes
limites das estatisticas dos testes nao coincidem.
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Figura 12: Combinacao das Figuras 8 e 10 para ilustrar que as f.d.a’s das distribuicoes
limites das estatisticas dos testes nao coincidem.
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serd maior do que supomos. Ele também faz uma sugestao como prosseguir, na pratica,
quando nos deparamos com uma situacao dessa. Voinov, Nikulin e Balakrishnan (2013)
observaram que “O uso erroneo do teste de Pearson sob essa situacao é reproduzido mesmo
em alguns livros recentes” e deram como exemplos de livros com este tipo de erro dois

livros: (CLARK, 1997, pdg. 273) e (WEIERS, 1991, pag. 602).

O passo a passo para simular a conclusao do Teorema 2.6 do jeito errado pode ser

visto a seguir:

—_

. geram-se m amostras de tamanho n de distribuicao Normal Padrao;

2. a reta é dividida nos seguintes intervalos: (—oo; —3), [—3;—1,5), [—1,5;0), [0;1,5),
[1,5;3), [3; +00);

3. para cada amostra, contamos o niimero de observagoes em cada intervalo;

4. a partir desses niimeros, obtemos a estatistica de teste, isto é, a parte esquerda de
(2.14), observe que nessa férmula usamos estimadores de parametros obtidos pelo
método de méaxima verossimilhanca diretamente a partir das observacoes geradas

no primeiro item, isto é, usamos média amostral e variancia amostral com n e nao
(n—1);

5. usando a amostra de tamanho m para a estatistica de teste obtida no item anterior,

construimos a funcao de distribuicao acumulada empirica da estatistica de teste;
6. ¢é feito o gréfico da f.d.a. empirica; e

7. é feito o grafico da f.d.a. de Qui-quadrado com k — r graus de liberdade, isto é, a
parte direita de (2.14).

Nas Figuras 13 e 14 pode ser visto, em azul, f.d.a. da Qui-quadrado com k& — r graus

de liberdade, em vermelho, encontra-se a f.d.a. empirica da estatistica de teste.

Na Figura 14 pode ser visto para onde convergiu a distribuicao da estatistica de teste,
quando o tamanho da amostra e o nimero de amostras aumentam. Essa distribuicao
nao convergiu para a distribuicao Qui-quadrado com k — r graus de liberdade, ja que na
Figura 14 pode observar que a f.d.a. empirica da estatistica de teste nao coincide com a

f.d.a. tedrica da distribuicao Qui-quadrado com k — r graus de liberdade.

O passo a passo acima ¢ implementado em R como o Cédigo 5.



3.7 Ilustragao da convergéncia (2.14) feita de jeito errado 43

o
S
e 0]
.
({o]
~ o ]
RaS
L«
I
N
N
o |
© I I I I I I |
0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 13: Tlustra do jeito errado a conclusao do Teorema 2.6, isto é, a convergéncia (2.14):
em azul, fica a f.d.a. da Qui-quadrado com k—r graus de liberdade, em vermelho, encontra-
se a f.d.a. empirica da estatistica de teste, baseada em m = 1000 amostras de tamanho
n = 1000.
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Figura 14: Tlustra do jeito errado a conclusao do Teorema 2.6, isto é, a convergéncia (2.14):
em azul, fica a f.d.a. da Qui-quadrado com com k — r graus de liberdade, em vermelho,
encontra-se a f.d.a. empirica da estatistica de teste, baseada em m = 10000 amostras de
tamanho n = 10000.
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n <- 10000
m <- 10000
v <- c¢(-Inf, -3, -1.5, 0, 1.5, 3, Inf)
E <- diff(pnorm(v))*n
funce <- function(x) {
0 <- as.vector(table(cut(x, breaks = v)))
E <- diff(pnorm(v,mean=mean(x),sd=sqrt((n-1)*var(x)/n)))*n
sum((0-E) "2/E)
}
fb <- function(x) {
y <- rnorm(n)
X <- funce(y)
return(X)
}
1 <- numeric(m)
k <-1
b <- sapply(1l:m, £fb)
fdaeb <- ecdf(b)
plot(fdaeb, main="", col="red", ylab = "F(x)", xlim=c(0,30), do.points = F)
fd <- function(x) pchisq(x, df=(length(v)-2)-2)
curve(fd, add=T, n=200, col="blue")

Codigo 5: Ajuda ilustrar do jeito errado a conclusdao do Teorema 2.6, isto é, a con-
vergéncia (2.14); gera a Figura 14.
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3.8 Comparacao das f.d.a.s de estatisticas dos testes

Na Figura 15 juntamos as Figuras 7 e 13. Na Figura 16 juntamos as Figuras 8 e 14.
A Figura 16 ilustra a observacao de Kendall e Stuart (1961, Se¢ao 30.19) que a f.d.a. da

distribuigdo limite estd entre a f.d.a. da distribuicao x?_, e a f.d.a. da distribuigao x3.

3.9 C(Cdbdigo para as tabelas

Nesta secao, ¢ apresentado o cdédigo em R que ajuda a preencher as linhas com os

nomes Xi_;, Xz € X1, das Tabelas 1 e 2.

A explicacao é feita usando um exemplo. Neste exemplo, é calculado o niimero que fica

na Tabela 1, na linha x? , e na coluna que corresponde ao segundo exemplo de Pearson.

Depois de executar o comando qchisq(0.1227,df=11, lower.tail = F) em R, o
resultado 16,52597 ¢é obtido.
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Figura 15: Combinacao das Figuras 7 e 13 para ilustrar que a f.d.a. da distribuigao limite
estd entre a f.d.a. da distribui¢ao x3_, e a f.d.a. da distribuigao x3.

o
S - S—
e 0]
9
O
~ O 7]
R
LLQ’
3
N
o
o |
© I I I I I I |
0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 16: Combinagao das Figuras 8 e 14 para ilustrar que a f.d.a. da distribuicao limite
estd entre a f.d.a. da distribui¢ao x7_, e a f.d.a. da distribui¢ao 2.
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4 Conclusoes

Este trabalho apresentou um estudo tedrico e simulado dos Testes de Aderéncia de
Qui-quadrado, quando ha estimacao dos parametros e quando nao ha estimagao. Neste
texto, foram abordados, inicialmente, os Testes para a Média com o conhecida e estimada
sO para fazer contraste com os Testes de Aderéncia de Qui-quadrado, sugerindo uma razao
porque as pessoas podem errar. Pois, nos Testes para a Média, que as pessoas conhecem
melhor, apesar de que as estatisticas de teste sejam diferentes, j4 que no primeiro é
utilizada a variancia populacional e no segundo a variancia amostral, ambas convergem
assintoticamente para a mesma distribuicao de probabilidade. Enquanto nos Testes de
Aderéncia de Qui-quadrado existe a diferenca entre os nimeros de graus de liberdade das
distribuicoes Qui-quadrado para quais as estatisticas de testes nos casos sem estimacao e

com estimacao de parametros assintoticamente convergem.

Ao longo da Revisao Literaria, ao se tratar do Teste de Aderéncia de Qui-quadrado
de Pearson, observamos que nao foi tao trivial para grandes pesquisadores na &area da
estatistica, que haviam diferencas entre os casos em que os parametros eram estimados
ou conhecidos. Por conta disto, no decorrer desta parte do trabalho, foram realizadas di-
versas mencoes de autores renomados no tocante a importancia desta diferenciacao, como
também ilustramos estas diferencas. Podemos perceber, cronologicamente, que o Teste de
Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson sofreu criticas e aperfeicoamento por décadas. No
capitulo “Materiais e Métodos”, apresentamos os teoremas, para as conclusoes de quais
as simulacoes computacionais descritas no capitulo “Anélise de resultados” sao feitas, e,
com o uso das simulacoes computacionais, conseguimos distinguir, visualmente, que as
distribuicoes sao distintas quando o Teste de Aderéncia de Qui-quadrado tem ou nao

estimagao de parametros.

Este trabalho se propos a investigar a utilizacao do Teste de Aderéncia de Qui-
quadrado de Pearson, no qual obteve éxito ao se basear nas revisoes literarias, material

tedrico e computacional para trazer clareza ao leitor.



4 Conclusoes 48

No decorrer das investigacoes, como resposta a principal abordagem desta pesquisa,
verificou-se graficamente para onde convergiu a estatistica de teste para o Teste de
Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson com estimacao de parametros, com o intuito
do leitor perceber, visualmente, as diferencas nao realizadas por Pearson (1900), entao,
pode-se observar que ha diferenca nos graus de liberdade quando é necessario estimar

parametros no Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson.

Dito isto, conclui-se de forma sumarizada, que este trabalho fornece ao leitor as con-
clusoes necessarias para refutar qualquer tentativa, desapercebida, de algum usuario do
Teste de Aderéncia de Qui-quadrado de Pearson utilizar o teste supondo que nao faz di-

ferenca nos graus de liberdade ao se deparar com a necessidade de estimar os parametros.

Como sugestao para trabalhos futuros, destacamos: um estudo onde se aprofunda a
discussao, simulagao e apresentacao dos resultados abordados por Pearson (1900) com
apresentacoes intuitivas e linguagem contemporanea; a ampliacao do escopo de estudo
para outros testes de aderéncia utilizando referenciais tedricos e simulagoes computacio-
nais; e, posteriormente, comparar os Testes de Aderéncia e verificar se alguma estatistica

de teste converge, em lei, mais rapido que as demais.



49

Referéncias

CASELLA, G.; BERGER, R. L. Statistical inference. [S.l.]: Wadsworth & Brooks/Cole
Advanced Books & Software, Pacific Grove, CA, 1990. xviii+650 p. (The Wadsworth &
Brooks/Cole Statistics/Probability Series).

CLARK, J. Business Statistics. [S.1.]: Barron’s Educational Series, Inc., 1997.

COCHRAN, W. G. The x? test of goodness of fit. Ann. Math. Statistics, v. 23, p.
315-345, 1952.

DASGUPTA, A. Asymptotic theory of statistics and probability. [S.1.]: Springer, New
York, 2008. xxviii+722 p. (Springer Texts in Statistics).

DESHMUKH, S.; KULKARNI, M. Asymptotic statistical inference—a basic course using
R. [S.1.]: Springer, Singapore, 2021. xviii+529 p.

FISHER, R. A. The conditions under which x? measures the discrepancy between
observations and hypothesis. Journal Royal Statist., v. 87, p. 442-450, 1924.

KENDALL, M. G.; STUART, A. The advanced theory of statistics. Vol. 2. First. [S.1.]:
Hafner Publishing Co., New York, 1961. ix+676 p. Inference and relationship.

LEHMANN, E. L.; ROMANO, J. P. Testing statistical hypotheses. Third. [S.1.]: Springer,
New York, 2005. xiv+784 p. (Springer Texts in Statistics).

MANN, H. B.; WALD, A. On the choice of the number of class intervals in the
application of the chi square test. Ann. Math. Statistics, v. 13, p. 306-317, 1942.

MOOD, A. M. Introduction to the Theory of Statistics. [S.1.]: McGraw-Hill Book Co.,
Inc., New York-Toronto-London, 1950. xiv+433 p.

OOSTERHOFF, J. The choice of cells in chi-square tests. Statist. Neerlandica, v. 39,
n. 2, p. 115-128, 1985.

PEARSON, K. On the criterion, that a given system of deviations from the probable in
the case of a correlated system of variables is such that it can be reasonably supposed to
have arisen from random sampling. Phil. Mag. (5), v. 50, p. 157-175, 1900.

R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical Computing. Vienna,
Austria, 2021. Disponivel em: (https://www.R-project.org/).

RAO, K. C.; ROBSON, D. S. A chi-square statistic for goodness-of-fit tests within the
exponential family. Comm. Statist., v. 3, p. 1139-1153, 1974.

SOCIEDADE PORTUGUESA DE ESTATISTICA, SPE. Sociedade Portuguesa de
FEstatistica — Associagao Brasileira de Estatistica. Glossario de Estatistica: Inglés-
Portugués. Lisboa, PT, 2022. Disponivel em: (https://www.spestatistica.pt/glossario/).


https://www.R-project.org/
https://www.spestatistica.pt/glossario/

Referéncias 50

STIGLER, S. M. Karl Pearson’s theoretical errors and the advances they inspired.
Statist. Sci., v. 23, n. 2, p. 261-271, 2008.

STUART, A.; ORD, J. K. Kendall’s advanced theory of statistics. Vol. 2. Fifth. [S.L]:
The Clarendon Press, Oxford University Press, New York, 1991. i—xii and 605-1323 p.
Classical inference and relationship.

VOINOV, V.; NIKULIN, M. S.; BALAKRISHNAN, N. Chi-squared goodness of fit tests
with applications. [S.1.]: Amsterdam: Elsevier/Academic Press, 2013. xi+229 p.

WEIERS, R. M. Introduction to Business Statistics. [S.1.]: The Dryden Press, Chicago,
[linois, 1991.



51

APENDICE A - Definicoes e Teoremas

Definicao A.1. (Convergéncia em Probabilidade) Uma sequéncia de varidveis aleatérias,
Xy, Xs, ..., converge em probabilidade para a uma variavel aleatéria X se, para cada
e >0,

lim P(| X,, = X |) >¢)=0 ou, de modo equivalente, lim P(] X, — X |) <¢) = 1.
n—oo

n—oo
. P
Notacao: X,, — X.

Definigao A.2. (Convergéncia Quase Certa) Uma sequéncia de varidveis aleatérias,

X1, Xs,..., converge quase certamente para uma variavel aleatéria X se, para € > 0,
P(lim | X, — X |<¢) =1
n—oo

Definigao A.3. (Convergéncia em Distribuicao) Uma sequéncia de varidveis aleatérias,
Xy, Xs, ..., converge em distribuicao para uma variavel aleatoria X se

n—oo

em todos os pontos x onde Fx(x) é continua. Notagao: X, 4 X,

Teorema A.1l. (Teorema do Mapeamento Continuo) Suponha que X, convirja para X
em probabilidade, quase certamente, ou em lei. Seja g(-) uma funcao continua. Entao

9(X,,) converge para g(X) em probabilidade, quase certamente ou em lei, respectivamente.

Teorema A.2. (Lei Forte dos Grandes Numeros) Sejam X1, Xo, ... varidveis aleatdrias
ii.d, com E(X;) = p e Var(X;) = 0% < oo, e definimos X,, = + 3" | X;. Entdo, para
cada € > 0,

P(lim | X —pu|< ) =1

isto €, X, converge quase certamente para fi.



Apéndice A — Definicoes e Teoremas 52

Teorema A.3. Se a sequéncia de varidveis aleatorias, X1, Xa,..., converge em probabi-

lidade para uma varidvel aleatoria X, a sequéncia também converge em distribuicao para
X.

Teorema A.4 (Convergéncia em Probabilidade para uma constante). A sequéncia de
varidveis aleatorias, Xy, Xa,..., converge em probabilidade para uma constante p se, e

somente se, a sequéncia também convergir em distribuicao para i, isto €, a declaragao
P(| X, —p|>¢) =0 para todo € > 0.

€ equivalente a
0 sex <y,
P(X, <z)—
1 sex>p.
Teorema A.5 (Versao mais forte do Teorema do Limite Central). Sejam Xi, Xo, ...
uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com E(X;) = p e 0 < Var(X;) = 0? < oo.
Definimos X,, = %Z?:l X;. Seja G(z) denotando a f.d.a. de M Entao, para

qualquer x, —oo < x < 00,

| e
lim G, (x :/ e 2 dy;
n—00 ( ) o \ 21 Y

1sto €,

4 N(0,1) (A.1)
quando n — 0.

Teorema A.6 (Teorema de Slutsky).

(a) SeXni)X eYngc, entdoXn-Yni)cX.

d P ~ X, 40X
(b) Se X;, > X eY, = c#0, entdo 3 — <.

c

(c) SeXniX eYnic, ent&oXn—i-Yni)X—i-c.

Observagao A.1. As Definicoes A.1, A.2, A.3, sao as Defini¢oes 5.5.4, 5.5.9, 5.5.12 de
Casella e Berger (1990), e os Teoremas A.2, A.3, A.4 e A.5 sdo os Teoremas 5.5.9, 5.5.12,
5.5.13 e 5.5.15 de Casella e Berger (1990), respectivamente. Os Teoremas A.1 e A.6 foram
retirados do livro de DasGupta (2008).
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